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ОБЩИЕ УКАЗАНИЯ 

 

Настоящие методические указания составлены в соответст-

вии с рабочей программой курса «Специальные главы матема-

тики» для студентов заочного отделения технических факульте-

тов. 

Работа состоит из двух разделов: 

1) «Элементы теории функций комплексного переменного» 

(комплексные числа и действия над ними, основные геометри-

ческие понятия, функции комплексного переменного); 

2) «Операционное исчисление» (интеграл Лапласа и его 

свойства, оригинал и изображение, основные свойства оригина-

лов и изображений, применение операционного исчисления для 

решения обыкновенных дифференциальных уравнений). 

В начале каждого раздела кратко изложены основные тео-

ретические сведения (определения, теоремы, формулы), приве-

дено большое количество разобранных задач. Представлено ре-

шение типовых задач контрольной работы, а также задания кон-

трольной работы по вариантам. 

При подборе задач были использованы различные сборники 

задач по высшей математике, список которых приведен в списке 

рекомендуемой литературы. 

Предлагаемое издание может быть использовано как под 

руководством преподавателя, так и при самостоятельном изуче-

нии материала студентами. 
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Раздел 1. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ФУНКЦИЙ  

КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

 
1.1. Комплексные числа и действия над ними 

 
Определение 1. Комплексным числом z называется выраже-

ние вида 

                                             iyxz  ,                                             (1) 

где x и y – любые действительные числа, а i – мнимая единица, 

удовлетворяющая условию 

                                                 12 i .                                             (2) 

Числа x и y называются соответственно действительной и 

мнимой частями комплексного числа z и обозначаются zx Re , 

zy Im . Выражение (1) называется алгебраической формой 

комплексного числа. 

Определение 2. Комплексное число iyxz   называется 

сопряженным комплексному числу iyxz  . 

Два комплексных числа 111 iyxz   и 222 iyxz   равны то-

гда и только тогда, когда 








21

21

yy

xx
. 

Комплексное число iyxz   изображается на плоскости 

OXY либо точкой M(x,y), либо вектором OM , проведенным из 

начала координат в точку M(x,y). 

Определение 3. Длина   вектора OM  называется модулем 

комплексного числа и обозначается z , так что 

                                      22 yxzr  .                                        (3) 

Угол  , образованный вектором OM  с осью OX, называет-

ся аргументом комплексного числа z (  zarg ) и определя-

ется следующим образом:  
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0.0,при
2

0;0,при
2

0;0,приarctg

0;0,приarctg

0;приarctg

arg

yx

yx

yx
x

y

yx
x

y

x
x

y

z                       (4) 

Любое комплексное число iyxz   ( 0z ) можно записать 

как в тригонометрической форме 

                                       sincos irz ,                                      (5) 

так и в показательной форме 

                                                 irez ,                                             (6)  

где r ,   –  модуль и аргумент комплексного числа. 

Пусть даны два комплексных числа 111 iyxz   и 

222 iyxz  . 

1. Суммой 21 zz   комплексных чисел 1z  и 2z  называется 

комплексное число 

   212121 yyixxzz  . 

2. Разностью 21 zz   комплексных чисел 1z  и 2z  называется 

комплексное число  

   212121 yyixxzz  . 

3. Произведением 21zz  комплексных чисел 1z  и 2z  называ-

ется комплексное число 

   1221212121 yxyxiyyxxzz  . 

4. Частным 
2

1

z

z
 от деления комплексного числа 1z  на 

02 z  называется комплексное число 

2
2

2
2

2121

2
2

2
2

2121

2

1

yx

yxyx
i

yx

yyxx

z

z









 . 

5. Возведение комплексного числа   sincos irz  в 

натуральную степень n производится по формуле 
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                                      ninrz nn sincos .                                (7) 

6. Корень n-й степени из комплексного числа z имеет n 

различных значений, которые находятся по формуле 

                     














 








 


n

k
i

n

k
rz nn 2

sin
2

cos ,                     (8) 

где 1...,,2,1  nk , r ,   – модуль и аргумент комплексного чис-

ла. 

 

Пример 1. Записать в тригонометрической форме ком-

плексное число 31 iz  . 

Решение. Имеем     231
22
 zr , 3

1-

3-
tg  , 

3

2
 .  

Тогда 
















 








 


3

2
sin

3

2
cos231 ii . 

 

Пример 2. Вычислить  722 i . 

Решение. Имеем 

  2222
22  zr , 

4


 . 

Тогда 

   

   

     .121
2

2
22

2

2

2

2
22

4

7
sin

4

7
cos22

4
7sin

4
7cos2222

1077

77

77

ii

ii

ii

























 




















 








 


 

 

Пример 3. Найти все значения корня 4 1 i . 

Решение. Приведем комплексное число i1  к тригономет-

рическому виду 
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4
sin

4
cos21 ii . 

Следовательно,  


































































4

2
4sin

4

2
4cos21 84

k

i

k

i . 

Полагая 3,2,1,0k , найдем 

( 0k ) 






 





16
sin

16
cos21 84 ii , 

( 1k ) 






 





16

7
sin

16

7
cos21 84 ii , 

( 2k ) 






 





16

15
sin

16

15
cos21 84 ii , 

( 3k ) 






 





16

23
sin

16

23
cos21 84 ii . 

 

1.2. Основные геометрические понятия 

 
Определение 4.  -окрестностью точки 0z  называется 

множество точек z комплексной плоскости, таких, что  0zz , 

где 0  – заданное число. 

Множество точек комплексной плоскости, удовлетворяю-

щих условию Rz  , где 0R , называется R-окрестностью 

бесконечно удаленной точки. 

Следует помнить, что неравенство Rzz  0  задает круг с 

центром в точке 0z  и радиусом R. Неравенство az Re  задает 

полуплоскость, расположенную правее прямой ax  , а неравен-

ство bz Im  – полуплоскость, расположенную выше прямой 

by  . Кроме того, система неравенств 21 arg  z  задает угол 

между лучами 1  и 2 , выходящими из начала коорди-

нат. 
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Пример 4. Нарисовать область, заданную неравенствами     

2Im,1Re  zz  (рис. 1). 

Решение. Число iyxz   

удовлетворяет условиям 

2Im,1Re  zz  тогда и 

только тогда, когда 

2,1  yx , т.е.  

22,11  yx . Этими 

неравенствами определяется 

заштрихованное на чертеже 

множество G. 
Рис. 1 

 

Пример 5. Нарисовать область, заданную неравенством  

2Im 2 z  (рис. 2). 

Решение. Пусть iyxz  , тогда 

    xyiyxiyxz 22222  . Следовательно, xyz 2Im 2  . По ус-

ловию 22 xy , т.е. 1xy . Это неравенство определяет множест-

во точек в первом и третьем квадрантах соответственно над и 

под гиперболой 1xy .  

 

Рис. 2 
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1.3. Функции комплексного переменного 

 
Определение 5. В области D определена функция )(zfw , 

если каждой точке Dz  поставлено в соответствие одно (одно-

значная функция) или несколько (многозначная функция) зна-

чений w. 

Пусть iyxz   и ivuw  . Тогда зависимость )(zfw   ме-

жду комплексной функцией w и комплексной переменной z мо-

жет быть описана с помощью двух действительных функций u и 

v действительных переменных x и y. 

Например, если zizw  3 , то, полагая iyxz  , получим 

       xyyxiyxyxiyxiiyxivu  3233
33 , 

где  yxyxyxu  3),( 3 ,  xyyxyxv  323),( . 

 

Основные элементарные функции  

комплексного переменного 

 

1. Рациональная функция  –  многочлен 

n
nn azazaw   ...1

10 .       (9) 

2. Показательная функция ze  определяется как сумма аб-

солютно сходящегося во всей комплексной плоскости степенно-

го ряда 

...
!

...
!2

1
2


n

zz
ze

n
z        (10) 

и обладает следующими свойствами: 

а) 2121 zzzz
eee 

 , 

б) zikz
ee 

 21 , Zk ; т. е. ze  является периодической функ-

цией с периодом i2 . 

 

3. Тригонометрические функции zsin  и zcos  определя-

ются степенными рядами 

...
)!12(

)1(...
!5!3

sin
1253







n

zzz
zz

n
n ,      (11) 
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...
)!2(

)1(...
!4!2

1cos
1242


n

zzz
z

n
n ,     (12) 

абсолютно сходящимися при любом комплексном значении z. 

Функции (10) - (12) связаны формулами Эйлера 

zizeiz sincos  , zize iz sincos  ,       (13) 

откуда 

           
2

cos
iziz ee

z


 ,  
i

ee
z

iziz

2
sin


 .                    (14) 

Функции ztg  и zctg  определяются равенствами  

z

z
z

cos

sin
tg  ,  

z

z
z

sin

cos
ctg  , 

причем все формулы тригонометрии остаются в силе. 

 

4. Гиперболические функции zsh , zch , zth , zcth  опреде-

ляются равенствами 

2
sh

zz ee
z


 ,  

2
ch

zz ee
z


 ,     (15) 

      
z

z
z

ch

sh
th  ,       

z

z
z

sh

ch
cth  .                      (16) 

Тригонометрические и гиперболические функции связаны меж-

ду собой соотношениями: 

iziz shsin  , iziz sinsh  , izz chcos  ,   izz cosch  . 

 

5. Логарифмическая функция zLn , где 0z , определяет-

ся как многозначная функция, обратная показательной, причем 

ikzizzizz  2arglnArglnLn , Zk .   (17) 

Главным значением zLn  называется то значение, которое 

получается при 0k : 

zizz arglnln  . 

Очевидно, что ikzz  2lnLn , Zk . 

 Справедливы следующие соотношения: 

  2121 LnLnLn zzzz  ,    21
2

1 LnLnLn zz
z

z











. 
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6. Обратные тригонометрические функции zArcsin , 

zArccos , zArctg , zArcctg  определяются как обратные соответ-

ственно к функциям wsin , wcos , wtg , wctg . Все эти функции 

являются многозначными и выражаются через логарифмические 

функции: 

                


































 








 

.Ln
2

Arctg

,
1

1
Ln

2
Arctg

,1LnArccos

,1LnArcsin

2

2

iz

izi
z

iz

izi
z

zziz

ziziz

  (18) 

 

Пример 6. Выделить действительную и мнимую части сле-

дующих функций: а) 12  zw ; б) zw sin . 

Решение. а) 12  zw    1)(2  iyxw    

yixw 2)1(2  , т. е. 12),(  xyxu , yyxv 2),(  ; 

 б) zw sin     )s i n (iyxw     

iyxiyxw sincoscossin    yxixw shcosychsin  , т. е.  

yxyxu chsin),(  ,  yxyxv shcos),(  . 

 

Пример 7. Найти значения модуля функции zw sin  в точ-

ке  52ln  iz . 

Решение. Так как yxixw shcosychsin  , то 

  yxxyxz 222222 shsinsin1shychsinsin  . 

Полагая  52ln  iz , найдем  

     

     
.2

2

52

1
52

2

52lnsh52lnsin

52ln52ln













 ee

i
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РАЗДЕЛ 2. ОПЕРАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
 

Операционное исчисление – метод решения важных для 

приложений классов дифференциальных уравнений. Основная 

идея этого метода – сведение решения дифференциальных 

уравнений к алгебраическим операциям. 

 

2.1. Интеграл Лапласа и его свойства. 

Оригинал и изображение 

Пусть функция )(tf  – действительная или комплексная 

функция действительной переменной t: 

                                     









.0,0

,0),(
)(

t

ttf
tf .                                     (1) 

Интегралом Лапласа для функции (1) называется несобст-

венный интеграл 

                                          




0

)( dtetf pt ,                                           (2)  

где isp   – комплексное число. 

Если множество значений p, при которых интеграл Лапласа 

(2) абсолютно сходится, не пусто, то этот интеграл является 

функцией комплексной переменной p. Эту функцию называют 

изображением функции )(tf  и обозначают )(pF : 

                                




0

)()( dtetfpF pt .                                   (3)   

Функцию )(tf  называют оригиналом. Применима следую-

щая форма записи: 

)()(
.

.
tfpF   или )()(

.

.
pFtf  .   

Употребляются и другие обозначения: 

   pFtf   и     tfLpF  . 

Установим, какие функции  tf  мы будем рассматривать и 

какие условия необходимо на них наложить, чтобы несобствен-

ный интеграл (2) сходился и действительно определял некото-

рую функцию  pF . Будем предполагать следующее: 
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1) функция  tf  локально интегрируема на любом конеч-

ном интервале оси t; 

2) функция  tf  равна нулю при отрицательных значениях 

t, т. е.   0tf  при 0t ; 

3) при возрастании t модуль функции  tf  может возрас-

тать, но не быстрее некоторой показательной функции, 

т. е.   t
Metf 0 , где M и 0  – постоянные. 

Любая функция  tf , удовлетворяющая трем сформулиро-

ванным выше условиям, называется оригиналом. 

Пример 1. Рассмотрим единичную функцию Хевисайда 
0  

   









.0если,1

,0если,0

t

t
tt   

Ее график приведен на рис. 1. 

 
Рис. 1 

   

,
111

lim

1
limlim)(

000

pp
e

p

e
p

dtedtepF

pt

N

N

pt

N

N
pt

N

pt





































 

так как 
  isNN

N

Nis

N

pN

N
eeee 










 limlimlim , 

1sincos  sNisNe isN , 0
1

limlim 




 NN

N

N e
e , 0 . 
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Пример 2. Пользуясь определением, найти изображение 

функции   tetf  . 

Решение. Имеем  

     










N
tp

N

tpptt dtedtedteepF
0

1

0

1

0

lim)(  

     ,
1

1

1

1
1lim

1

1

1

1
lim 1

0

1



















 





 pp
e

p
e

p

tp

N

N

tp

N
 

так как  

  0
1

limlimlim 1 








 pN

N

N

pNN

N

Np

N e
eeee . 

Пример 3. Пользуясь определением, также можно найти 

изображения функций tsin  и tcos , т. е.  

1

1
sin

2

.

. 


p
t  и 

1
cos

2

.

. 


p

p
t .     (4) 

2.2. Основные свойства оригиналов и изображений 
Пусть )(tf  – функция-оригинал с индексом роста 0 , а 

 pF  –  ее изображение по Лапласу. 

Рассмотрим основные свойства функций )(tf  и  pF , на ко-

торых основаны многие практические применения преобразова-

ния Лапласа. 

Свойство 1 (линейность) 

1. При умножении оригинала на число C (действительное 

или комплексное) изображение умножается на это число:  

)()(
.

.
pCFtCf  . 

2. Изображение суммы двух оригиналов равно сумме их 

изображений: 

)()()()( 21

.

.
21 pFpFtftf  . 

Следствие. Изображение линейной комбинации оригиналов 

равно соответствующей линейной комбинации изображений: 

)(...)()()(...)()( 2211

.

.
2211 pFCpFCpFСtfCtfCtfС nnnn  , 
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где iC  – числа, )(tf i  – оригиналы, )(pFi  – соответствующие 

изображения ( ni ...,,2,1 ). 

Пример 4. Найти изображения функций tsin  и tcos . 

Решение. 
i

ee
t

itit

2
sin


 , 

2
cos

itit ee
t


 . 

     

    






























N
tpi

N

N
tpi

N

tpitpipt
itit

pt

dte
i

dte
i

dtedte
i

dte
i

ee
dttepF

00

0000

lim
2

1
lim

2

1

2

1

2

1

2
sin

 

   

 
,

1

1

12

211

2

1

11

2

111
lim

2

1

22

00
















































 



ppi

i

ipipi

ippii
e

pi
e

pii

N
tpi

N
tpi

N

 

т.е. 
1

1
sin

2

.

. 


p
t . 

Аналогично находится изображение для функции tcos : 

1
cos

2

.

. 


p

p
t . 

Свойство 2 (теорема подобия) 

Если )()(
.

.
pFtf  , то )(

1
)(

.

. a

p
F

a
atf  , где a – произвольная по-

ложительная постоянная. 

Пример 5. Найти изображения функций tsin  и tcos . 

Решение. Из формул (4) получим: 

1

11
sin

2

.

.
















p

t  или 
22

.

.
sin






p
t , 

1

1
cos

2

.

.

















p

p

t  или 
22

.

.
cos




p

p
t . 
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Свойство 3 (дифференцирование оригинала) 

Если )()(
.

.
pFtf  , то )0()()(

.

.
fppFtf   ( 0Re p ). 

Из теоремы следует, что  

  )0()0()()0()0()()( 2
.

.
fpfpFpffppFptf  , 

 

)0()0()0()(

)0()0()0()()(

23

2
.

.

ffpfppFp

ffpfpFpptf




 

и т. д. Вообще для производной n-го порядка справедливо соот-

ношение 

)0()0(...)0()0()()( )1()2(21
.

.

)(   nnnnnn fpffpfppFptf . 

Если 0)0()0(...)0()0( )1()2(   nn ffff , то )()(
.

.

)( pFptf nn  , 

т.е. дифференцирование оригинала соответствует умножению 

изображения на np . 

Пример 6. Пользуясь теоремой о дифференцировании ори-

гинала, найти изображение функции   tttf  sin . 

Решение. Пусть )()(
.

.
pFtf  . Тогда 

 0)()(
.

.
fpFptf  ,    00)()( 2

.

.
ffppFptf  . 

Но   00 f , а   ttttf  cossin  и   00 f . Тогда 

 
.

.

22 sincos2sincoscos  ttttttttf  

 pF
p

p 2

22

.

.
2 


 . 

Следовательно, 

   pF
p

p
pFp 2

22

2 2





  или   

22

22 2






p

p
ppF , 

откуда  

 
 222

2






p

p
pF . 
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Свойство 4 (дифференцирование изображения) 

Если    pFtf
.

.
 , n – натуральное число, то  

       pFtft nnn
.

.
1  . 

Применяя теорему несколько раз, последовательно найдем 

оригиналы для высших производных изображения  pF : 

   pFtft 
.

.

2 ,    pFtft
.

.

3  , …,        pFtft nnn
.

.
1  . 

Пример 7. Найти изображение функции   tttf cos2 . 

Решение. Имеем 
1

cos
2

.

. 


p

p
t . По теореме о дифференциро-

вании изображения tt
p

p
cos

1

.

.2



















, откуда 

 
tt

p

p
cos

1

1 .

.22

2






. 

Далее  

 
 ttt

p

p
cos

1

1 .

.22

2






















 или 

 
tt

p

pp
cos

1

62 2
.

.32

3






. 

 

Свойство 5 (интегрирование оригинала) 

Пусть )(tf  непрерывна на  t;0  и )()(
.

.
pFtf  , тогда 

p

pF
dzzf

t
)(

.)( .

0

 , 0Re p . 

Таким образом, изображение интеграла получается делением 

изображения подынтегральной функции на p. 

 

Свойство 6 (интегрирование изображения) 

Если )()(
.

.
pFtf   и 

 
t

tf
 также функция-оригинал, то 

 
 




p

dzzF
t

tf .

.
. 
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Свойство 7 (теорема смещения) 

Если )()(
.

.
pFtf  , то )()(

.

.
 pFtfe t , где   – произвольное 

число. 

Пример 8. Найти изображение функции   tetf t cos2 . 

Решение. Имеем 
1

cos
2

.

. 


p

p
t . По теореме смещения ( 2 ) 

  54

2

12

2
cos

22

.

.

2











pp

p

p

p
te t . 

Пример 9. Найти оригинал по изображению 

 
52

3
2 




pp

p
pF . 

Решение.  

 
 

     

.2sin22cos

41

2

41

1

41

21

52

3

.

.

.

.2222

tete

pp

p

p

p

pp

p
pF

tt 




















 

Свойство 8 (теорема запаздывания) 

Если )()(
.

.
pFtf  , то )()(

.

.
pFetf p  при любом 0 . 

Выясним смысл термина «запаздывание». Пусть график 

функции )(tf  изображен на рис. 2. Тогда график функции 

)( tf , изображенный на рис. 3, будет сдвинут относительно 

графика )(tf  на  , причем на участке  ;0  график совпадает с 

осью Ot, так как на этом участке 0t  и функция 0)( tf . 

 
Рис. 2 
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Рис.  3 

 
Таким образом, процесс, описываемый функцией )( tf , 

начинается как бы с опозданием на   относительно процесса 

описываемого функцией )(tf ; отсюда термин «запаздывание». 

Пример 10. Найти изображение функции  

 














.2,0

,2,
2

2
2

t

te
te

t
t  

Решение. Для функции    











0,0

,0,

t

te
tetf

t
t  имеем 

 
1

1.

. 


p
tf . По теореме запаздывания для функции  22  tet  

получаем изображение 

 
1

2
2.

.

2







p

e
te

p
t . 
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2.3. Таблица изображений простейших функций 
 

Номер Оригинал )(tf  Изображение )(pF  

1  1 

p

1
 

2  te  
p

1
 

3  nt  
1

!
np

n
 

4  tn et   

  1

!



n

p

n
 

5  te t  cos  

  22




p

p
 

6  te t  sin  

  22




p
 

7  tsin  
22 



p
 

8  tcos  
22 p

p
 

9  tt cos  

 222

22





p

p
 

10  tt sin  

 222

2





p

p
 

11    0sin t  

12 



p

e p

 

12   tcos  

12 



p

ep p
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2.4. Применение операционного исчисления  

для решения обыкновенных дифференциальных  

уравнений 
Схема решения дифференциальных уравнений операцион-

ным методом такова: 

1) от исходного дифференциального уравнения переходим 

к уравнению относительно изображений, которое является ал-

гебраическим уравнением; 

2) решаем полученное алгебраическое уравнение; 

3) от найденного изображения переходим к оригиналу – 

решению данного дифференциального уравнения. 

Правомерность всех действий схемы вытекает из теоремы 

существования и единственности решения дифференциального 

уравнения и существования изображения этого решения, кото-

рое следует из теории линейных дифференциальных уравнений 

с постоянными коэффициентами. 

Рассмотрим приложения на примерах. 

Пример 11. Найти частное решение дифференциального 

уравнения texxx 465  , удовлетворяющее начальным усло-

виям 0)0( x , 0)0( x . 

Решение. Пусть )(tx  – искомая функция, обозначим ее изо-

бражение )(pX . По заданному дифференциальному уравнению 

можно составить уравнение, которому должна удовлетворять 

функция. Поскольку )()0()()(
.

.
ppXxppXtx   так как 0)0( x , 

)()0()0()()( 22
.

.
pXpxpxpXptx  , так как 0)0( x , то урав-

нение имеет вид 

1

4
)(6)(5)(2




p
pXppXpXp , 

где te
p

4
1

4 .

.



. Разрешим полученное уравнение относительно 

изображения )(pX :  

  651

4
)(

2 


ppp
pX . 
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Дробь в правой части равенства разложим на простейшие: 

       321321

4

651

4
2 











 p

C

p

B

p

A

pppppp
. 

Приводя дроби к общему знаменателю, для неизвестных ко-

эффициентов получим уравнение  

)2)(1()3)(1()3)(2(4  ppCppBppA . 

Полагая в этом уравнении 1p , получим A24   и 2A . При 

2p  находим 4B , при 3p – 2C . Следовательно, изобра-

жение 

3

2

2

4

1

2
)(










ppp
pX . 

Используя таблицу изображений и свойство линейности, нахо-

дим решение дифференциального уравнения 
ttt eeetx 32 242)(  . 

Пример 12. Решить дифференциальное уравнение 

02  xxx , удовлетворяющее начальным условиям   00 x , 

  10 x . 

Решение. Уравнение для изображения )(pX  искомого ре-

шения )(tx  с учетом начальных условий имеет вид 

1)(21)(2  ppXpXp . 

Это уравнение может быть преобразовано к виду 

1)()12( 2  pXpp , 

 откуда находим изображение 

 22
1

1

12

1
)(







ppp
pX . 

С помощью формулы 4 таблицы изображений возвращаемся к 

оригиналу ttetx )( . 

Пример 13. Найти решение системы дифференциальных 

уравнений 








xy

yx
, удовлетворяющее начальным условиям 

0)0( xx  , 0)0( yy  . 

Решение. Решением данной системы является пара функций 

)(txx  , )(tyy  . Пусть функции )(pX , )(pY  являются их изо-



 23 

бражениями. Для изображений с учетом начальных условий по-

лучаем систему алгебраических уравнений 









).()(

),()(

0

0

pXyppY

pYxppX
 

Решениями последней системы являются функции 

1
)(

2

00






p

ypx
pX , 

1
)(

2

00






p

xpy
pY . 

С помощью формул 5 и 6 таблицы изображений находим 

оригиналы: 









.sincos)(

,sincos)(

00

00

txtyty

tytxtx
 

 

Пример 14. Решить систему дифференциальных уравнений 















zyxz

zy

yx

282

,2

,8

 при начальных условиях:

 
 
  .10

,20

,20







z

y

x

 

Решение. Пусть функции  pX ,  pY  и  pZ  являются изо-

бражениями функций  txx  ,  tyy   и  tzz   соответственно. 

Для изображений с учетом начальных условий получим систему 

алгебраических уравнений: 

   
   

       













pZpYpXppZ

pZppY

pYppX

2821

,2

,82

 

или 

   
   

       













.1282

,02

,28

pZppYpX

pZppY

pYppX

 

Полученную систему решим по правилу Крамера, тогда 

 



 xpX ,  






y
pY ,  




 zpZ , 

где 
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  162

282

20

08
2 





 pp

p

p

p

, 

4842

281

20

082
2 





 pp

p

px , 

p

p

p

y 28

212

200

02





 ,  ppp

p

z 4

182

00

28
2 





 . 

Следовательно,  
  162

4842
2

2






pp

pp
pX ,  

  162|

82
2 




pp

p
pY , 

 
  162

4
2

2






pp

pp
pZ . 

Восстановим оригиналы, разлагая  pX ,  pY  и  pZ  на сумму 

простых дробей. 

 
   162162

4842
22

2














p

CBp

p

A

pp

pp
pX . 

Находим коэффициенты 
5

12
A , 

5

2
B , 

5

24
C . Получим 

 
.

.222 16

4

5

6

165

2

2

1

5

12

16

12

5

2

2

1

5

12



















pp

p

pp

p

p
pX  

 .4sin
5

6
4cos

5

2

5

12 2
.

.
txtte t    

Аналогично 

 
   162162

82
22 












p

CBp

p

A

pp

p
pY , 

где 
5

3
A , 

5

3
B , 

5

4
C . 
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 .4sin
5

1
4cos

5

3

5

3

16

4

5

1

165

3

2

1

5

3

16

3

4

5

3

2

1

5

3

2
.

.

.

.222

tytte

pp

p

pp

p

p
pY

t 






















 

Аналогично 

 
   162162

4
22

2














p

CBp

p

A

pp

pp
pZ , 

где 
5

3
A , 

5

32
B , 

5

24
C . 

 

 .4sin
5

6
4cos

5

2

5

3

16

4

5

6

165

2

2

1

5

3

16

12

5

2

2

1

5

3

2
.

.

.

.222

tztte

pp

p

pp

p

p
pZ

t 
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Решение типовых задач 

 
Задача 1. Нарисовать область, заданную неравенствами: 

















.
2

arg
4

,21

z

iz

 

Решение. Первому неравенству соответствует кольцо с цен-

тром в точке i  и двумя радиусами 1 и 2. Точки, лежащие на 

окружностях, в область не входят. 

Второму неравенству соответствует угол между лучами 

4


  (биссектриса четвертого координатного угла) и 

2


  

(положительное направление оси OY). Сами лучи в область не 

входят. 

 

 

 

 
Искомая область является пересе-

чением двух полученных областей. 
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Задача 2. Найти все значения корня: 4 1 . 

Решение. Запишем число -1 в тригонометрической форме 

записи 

  sincos11 i . 

Следовательно, 

4

2
sin

4

2
cos14 k

i
k 



 ,        .3,2,1,0k  

Получим следующие значения корней: 

 
2

2

2

2

4
sin

4
cos10 4 iik 





  

 
2

2

2

2

4

3
sin

4

3
cos11 4 iik 







 
2

2

2

2

4

5
sin

4

5
cos12 4 iik 







 
2

2

2

2

4

7
sin

4

7
cos13 4 iik 





  

 

Задача 3. Пользуясь свойством линейности и теоремой по-

добия, найти изображение данной функции: ttf 2sin)(  .  

Решение. 

Преобразуем оригинал, используя формулу тригонометрии: 

  ttttf 2cos
2

1

2

1
2cos1

2

1
sin)( 2  . 

Тогда по таблице изображений простейших функций, имеем 

1
1

2

.

.


p

1

2

1
   и    t2cos

2

1 .

.


42

1
2 p

p
. 

Итак, ttf 2sin)( 
.

.
 

p

1

2

1

42

1
2 p

p
. 

 

Задача 4. Найти оригинал, разлагая данное изображение на 

простейшие дроби   
  541

2
2 




ppp

p
pF . 

Решение. Разлагаем  pF  на сумму простейших дробей: 
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   541541

2
22 











pp

CBp

p

A

ppp

p
. 

Находя коэффициенты A, B, и C, т.е. 
2

1
A , 

2

1
B , 

2

1
C , по-

лучаем  
 


















12

1

2

1

1

1

2

1

54

1

2

1

1

1

2

1
22

p

p

ppp

p

p
pF  

   
.

12

1

2

1

12

2

2

1

1

1

2

1
22











pp

p

p
 

Оригиналы для дробей находятся, используя свойство ли-

нейности и теорему смещения   teteetf ttt sin
2

1
cos

2

1

2

1 22  . 

 

Задача 5. Решить дифференциальное уравнение при нуле-

вых начальных условиях:  texx       0)0(,0)0(  xx . 

Решение. 

)(tx
.

.
 )(),( txpX 

.

.
 ),()0()( ppXxppX   

)(tx 
.

.
 ),()0()0()( 22 pXpxxppXp         te

.

.


1

1

p
. 

Тогда операторное уравнение имеет вид 

1

1
)()(2




p
pXpXp , 

отсюда 

  11

1
)(

2 


pp
pX . 

Разлагаем )(pX  на сумму простейших дробей: 

   1111

1
22 







 p

CBp

p

A

pp
. 

Находя коэффициенты A, B, и C, т.е. 
2

1
A , 

2

1
B , 

2

1
C , 

получаем 

 
1

1

2

1

12

1

1

1

2

1
22 








pp

p

p
pX . 
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Оригиналы для дробей находятся, используя свойство ли-

нейности и таблицу изображений простейших функций: 

ttetx t sin
2

1
cos

2

1

2

1
)(   . 

 

Задача 6. Решить систему дифференциальных уравнений 













xy

yxx

3

2

.

.

,       .1)0(,0)0(  yx  

Решение. Переходя к операторной системе, получим 









)(31)(

)()(2)(

pXppY

pYpXppX
, 

где )(),()(
.

.

..

.
ppXxpXtx  , ),()(

.

.
pYty   1)(

.

.

.

 ppYy . 

Решая последнюю систему относительно )(pX  и )(pY , полу-

чим ,
32

1
)(

2 


pp
pX  

32

2
)(

2 




pp

p
pY .  

Отсюда 
)3(4

1

)1(4

1
)(







pp
pX , 

)3(4

1

)1(4

3
)(







pp
pY . 

Находя оригиналы для )(pX  и )(pY , получаем 

.
4

1

4

3
)(,

4

1

4

1
)( 33 tttt eetyeetx    
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Контрольная работа 
 

Задача 1. Нарисовать область, заданную неравенствами:  

 

1. 










.21

,11

z

z
 

2. 










.2

,1

z

iz
 

3. 










.1Re

,2

z

iz
 

4. 










.1

,11

iz

z
 

5. 










.1

,11

iz

z
 

6. 










.2

,2

iz

iz
 

7. 














.1Re

,1Im

,11

z

z

iz

 

8. 














.1Im

,1Re

,11

z

z

iz

 

9. 














.1Im

,3Re

,22

z

z

iz

 

10. 














.2Im0

,2Re0

,11

z

z

iz

 

11. 










.1Re0

,2

z

iz
 

12. 













.
4

arg0

,1

z

iz

 

13. 










.2Im0

,2

z

iz
 

14. 















.0arg
4

,1

z

iz

 

15. 













.
4

arg0

,11

z

iz

 

16. 
















,
4

)1arg(
4

,2

z

z

 

17. 













.
4

)arg(

,1

iz

z

 

18. 














.0Im

,1Re

,211

z

z

z

 

19. 














.1Im

,0Re

,21

z

z

iz
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20. 




















.
4

arg

,1Re

,2

z

z

z

 

21. 














.2Re0

,1Im1

,1

z

z

z

 

22. 














.3Re0

,0Im1

,11

z

z

z

 

23. 













.
4

arg
4

3

,1

z

iz

 

24. 
















4
)arg(

2

,1

iz

iz

 

25. 














.1Im

,1Re

,2

z

z

zz

 

Задача 2. Найти все значения корня: 

 

1. 3 1 i  

2. i88  

3. i1  

4. 3 1 i  

5. i1  

6. i1  

7. 3 33 i  

8. 3 i  

9. 16  

10. 33 i  

11. 3
31 i  

12. 3 1 i  

13. 3
33 i  

14. 4 81  

15. i1  

16. i16  

17. 3 1 i  

18. 3 22 i  

19. 3 88 i  

20. 3
3 i  

21. 3 44 i  

22. 3
3 i  

23. 3
31 i  

24. i44  

25. 3
33 i  
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Задача 3. Пользуясь свойством линейности и теоремой подобия, 

найти изображение данной функции: 
 

1. ttf 3sin)(   

2. ttf 3cos)(   

3. ttf 4sin)(   

4. ttf 4cos)(   

5. ntmttf cossin)(   

6. ntmttf sinsin)(   

7. ntmttf coscos)(   

8. 
4

sin)( 2 t
tf   

9. 
4

cos)( 2 t
tf   

10. )sin()(   ttf  

11. )cos()(   ttf  

12. teetf tt  22 3)(  

13. tttf 2cos
3

1
)( 3   

14. tiettf )(  

15. 3225)( ttttf   

16. tttf 6cos2sin)(   

17. tttf 6sin2sin)(   

18. tttf 6cos2cos)(   

19. 
2

sin)( )2( t
etf ti    

20. )
3

2sin()(


 ttf  

21. )
3

2cos()(


 ttf  

22. tchtshtf 332)(   

23. 13)( 7   tetf t  

24. ttf 2sin)( 2  

25. ttf 4cos)( 2

 

Задача 4. Найти оригинал, разлагая данное изображение на про-

стейшие дроби:  
 

1. 
345

23

22

222

ppp

ppp




 

2. 
)1(

1
22 pp

 

3. 
13 p

p
 

4. 
)4)(1(

1
2  ppp

 

5. 
1

1
3 



p

p
 

6. 
122

12
23

2





ppp

pp
 

7. 
)4)(2)(1(

2
2 



ppp

p
 

8. 
ppp

p

54

32
23 


 

9. 
)106(

1
2 



ppp

p
 

10. 
)106(

12
22 



ppp

p
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11. 
)1)(1(

1
2 



ppp

p
 

12. 
)9)(2)(1(

12
2 



ppp

p
 

13. 
ppp

p




23

23
 

14. 
)9)(4(

6
22

2





pp

p
 

15. 
)4)(1(

52
22 



pp

p
 

16. 
)4()2(

4
22

2





pp

pp
 

17. 
)9)(3)(2(

1
2  ppp

 

18. 
)54(

43
22 



ppp

p
 

19. 
)54)(3(

123
2

23





pppp

ppp
 

20. 
)106()3(

232
22

2





ppp

pp
 

21. 
)106)(1(

12
22

2





ppp

p
 

22. 
)106)(4(

123
22

2





ppp

pp
 

23. 
)54()4(

25
22 



ppp

p
 

24. 
)43(

37
2 



ppp

p
 

25. 
)43()5(

7
22 



ppp

p
 

 

Задача 5. Решить дифференциальное уравнение при нулевых 

начальных условиях:  
 

1. 144  txxx  

2. txx 88   

3. texxx  2  

4. texxx 2844   

5. texxx 3934   

6. txx 147   

7. 122  txxx  

8. txxx sin2   

9. texxx 22   

10. texx   

11. txx cos  

12. texxx 4127   

13. 12 2  txx  

14. texxx 22   

15. 52 2  texx  

16. texx t 52   

17. 12  txx  

18. tt eexxx  2  

19. txxx 3sin102   

20. texxx 2244   

21. txx cos3   

22. 
2

44
t

xxx   

23. txx  3  

24. txxx  32  

25. txxx 2cos882   
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Задача 6. Решить систему дифференциальных уравнений:  

1. 








,52

,43

yxy

yxx
         

.4)0(

,1)0(





y

x
 

2. 








,

,

txy

tyx
         

.2)0()0(  yx  

3. 








,3

,5

yxy

yxx
         

.1)0(,2)0(  yx  

4. 










,5,1

,144

2tyxy

tyxx
         

.0)0()0(  yx  

5. 








,cos

,sin34

tyx

txyx
         

.0)0()0(  yx  

6. 










,

,

2t

t

exyy

eyxx
         

.1)0()0(  yx  

7. 








,02

,0

yx

xyx
         

.1)0()0(  yx  

8. 








,1

,1

xy

yx
                   

.1)0()0(  yx  

9. 










,72

,1022

2

2

t

t

exyy

eyxx
   

.1)0()0(  yx  

14. 








,0243

,032

yxyx

yxx
  

.0)0()0(  yx  

15. 








,2

,5

yxy

yxx
             

.1)0()0(  yx  

16. 








,4

,2

yxy

yxx
          

.1)0()0(  yx  

17. 








,

,8

yxy

xyx
             

.1)0()0(  yx  

18. 








,

,

xyy

yxx
             

.1)0()0(  yx  

19. 








,3

,2

yxy

yxx
             

.2)0()0(  yx  

20. 








,24

,

xyy

yxx
           

.1)0(

,0)0(





y

x
 

21. 








,

,54

xy

yxx
            

.1)0(

,0)0(





y

x
 

22. 








,062

,044

yxy

yxx
      

.15)0(

,3)0(





y

x
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10. 










,cos22

,

tyyx

eyyx t

    

.0)0()0(  yx  

11. 








,3

,83

yxy

yxx
              

.2)0(,6)0(  yx  

12. 








,2

,

txy

txx
              

.1)0()0(  yx  

13. 








,2

,2

tyxy

tyxx
         

.4)0(,2)0(  yx  

23.  








,sin2

,cos42

tyxy

tyxx
       

.0)0()0(  yx  

24.  










 ,6

,25

2t

t

eyxy

eyxx
            

.0)0()0(  yx  

25. 










,

,3

texyy

xyx
          

.1)0()0(  yx  
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