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ВВЕДЕНИЕ

В Чувашском государственном университете им. И.Н.
Ульянова частично уже изданы следующие пособия:
«Пределы. Производные. Функции нескольких перемен-
ных. Интегралы», «Дифференциальные уравнения. Крат-
ные, криволинейные и поверхностные интегралы. Ря-
ды», «Уравнения математической физики. Теория функ-
ций комплексного переменного. Элементы операционного
исчисления», составляющие математическое обеспечение
курса высшей математики для студентов-заочников тех-
нических факультетов.

Настоящее учебное пособие составлено в соответствии
с рабочей программой курса высшей математики по раз-
делам «Линейная алгебра и аналитическая геометрия» и
«Комплексные числа». Пособие состоит из пяти глав:

1) «Определители и матрицы» (определители и их вы-
числение, матрицы и действия над ними, решение систем
линейных алгебраических уравнений);

2) «Элементы векторной алгебры» (векторы и действия
над ними, базис на плоскости и в пространстве, скаляр-
ное, векторное и смешанное произведения векторов и их
свойства);

3) «Линейные пространства и операторы» (линейное
пространство и его виды, линейные операторы, собствен-
ные числа и собственные векторы линейного оператора,
квадратичные формы);

4) «Аналитическая геометрия» (прямая на плоскости,
кривые второго порядка, прямая и плоскость в простран-
стве, поверхности второго порядка);

5) «Комплексные числа» (комплексные числа и дей-
ствия над ними, различные формы записи комплексных
чисел, формулы Муавра).

В начале каждой главы кратко изложены основные
теоретические сведения (определения, теоремы, форму-
лы), необходимые для решения последующих задач. При-
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ведены подробные решения типовых примеров, даны за-
дачи для самостоятельной работы.

При подборе задач были использованы различные
сборники задач по высшей математике, список которых
приведен в использованной литературе.

Данное учебное пособие предназначено для проведения
лекций и практических занятий для студентов-заочников
технических факультетов в реальных условиях острого
дефицита времени.

Предлагаемое учебное пособие может быть использо-
вано как под руководством преподавателя, так и при са-
мостоятельном изучении материала студентами.
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ГЛАВА 1

ОПРЕДЕЛИТЕЛИ И МАТРИЦЫ

§ 1.1. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ И ИХ СВОЙСТВА

Определение 1.1. Выражение вида

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ называет-

ся определителем второго порядка и вычисляется следу-
ющим образом:

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a21a12.

Определитель второго порядка имеет две строки, эле-
менты которых a11, a12 и a21, a22; два столбца, элементами
которых являются a11, a21 и a12, a22.

Пример 1.1. Вычисление определителя 2-го порядка:
∣∣∣∣
−1 2

3 4

∣∣∣∣ = (−1) · 4 − 3 · 2 = −4 − 6 = −10.

Определение 1.2. Выражение вида
∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
(1.1)

называется определителем третьего порядка и вычисля-
ется следующим образом (по правилу треугольников или
правилу Саррюса):

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23 −

− a31a22a13 − a11a32a23 − a21a12a33.

Определитель третьего порядка имеет три строки и
три столбца с элементами aij (i, j = 1, 3).
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Пример 1.2. Вычисление определителя 3-го порядка:∣∣∣∣∣∣

1 −1 2
3 −1 1
2 1 4

∣∣∣∣∣∣
= 1 · (−1) · 4 + (−1) · 1 · 2 + 3 · 1 · 2−

− 2 · (−1) · 2 − 1 · 1 · 1 − 3 · (−1) · 4 = 15.

Определение 1.3. Минором элемента определителя (1.1)
третьего порядка называется определитель второго по-
рядка, полученный вычеркиванием строки и столбца, на
пересечении которых лежит указанный элемент.

Пример 1.3. Минором элемента a21, лежащего во вто-
рой строке и первом столбце определителя (1.1), является
определитель

M21 =

∣∣∣∣
a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣ .

Определение 1.4. Алгебраическим дополнением эле-
мента определителя (1.1) называют минор элемента, взя-
тый со знаком (−1)i+j , где i — номер строки, j — номер
столбца, на пересечении которых лежит данный элемент.

Пример 1.4. Алгебраическое дополнение для элемента
a21 определителя третьего порядка есть

A21 = (−1)2+1M21 = −
∣∣∣∣
a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣ .

Рассмотрим простейшие свойства определителей:
1) определитель не изменится, если его строки заме-

нить столбцами, и наоборот;
2) при перестановке двух строк или двух столбцов

определитель меняет знак;
3) определитель, имеющий две одинаковые строки или

два одинаковых столбца, равен нулю;
4) общий множитель элементов строки или столбца

можно выносить за знак определителя;
5) если все элементы какой-либо строки (столбца)

определителя умножить на одно и то же число k, то опре-
делитель умножится на это число;

6) определитель, у которого элементы двух строк
(столбцов) соответственно пропорциональны, равен нулю;
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7) если каждый элемент какой-либо строки (столбца)
определителя есть сумма двух слагаемых, то определи-
тель равен сумме двух определителей: у одного из них
элементами соответствующей строки (столбца) являются
первые слагаемые, а у другого — вторые; остальные эле-
менты у этих двух определителей те же, что и у данного;

8) определитель не изменится, если к элементам
какой-либо строки (столбца) прибавить соответствующие
элементы другой строки (столбца), умноженные на одно и
то же число;

9) определитель равен сумме произведений элемен-
тов любой строки или столбца на их алгебраические до-
полнения. Например, для определителя третьего порядка
имеет место равенство

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11A11 + a12A12 + a13A13.

§ 1.2. ПРИМЕНЕНИЕ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ

К ИССЛЕДОВАНИЮ И РЕШЕНИЮ СИСТЕМ

ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

1.2.1. СИСТЕМА ТРЕХ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

С ТРЕМЯ НЕИЗВЕСТНЫМИ

Рассмотрим систему трех линейных уравнений с неиз-
вестными x, y, z:





a11x + a12y + a13z = b1,
a21x + a22y + a23z = b2,
a31x + a32y + a33z = b3,

(1.2)

где числа aij — коэффициенты (i, j = 1, 3); b1, b2, b3 — сво-
бодные члены. Составим определитель системы (1.2):

∆ =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
,
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а также вспомогательные определители:

∆x =

∣∣∣∣∣∣

b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
, ∆y =

∣∣∣∣∣∣

a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣
,

∆z =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣
.

Если определитель ∆ отличен от нуля, то система (1.2)
имеет единственное решение. Его можно найти по форму-
лам Крамера:

x =
∆x

∆
, y =

∆y

∆
, z =

∆z

∆
.

Если ∆ = ∆x = ∆y = ∆z = 0, то система (1.2) имеет
бесчисленное множество решений.

Если ∆ = 0, но среди определителей ∆x, ∆y, ∆z хотя бы
один не равен нулю, то система (1.2) не имеет решений.

Пример 1.5. Решить систему



x + 2y − 3z = 0,
2x − y + 4z = 5,
3x + y − z = 2.

Решение. Вычислим определители:

∆ =

∣∣∣∣∣∣

1 2 −3
2 −1 4
3 1 −1

∣∣∣∣∣∣
= 10, ∆x =

∣∣∣∣∣∣

0 2 −3
5 −1 4
2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
= 5,

∆y =

∣∣∣∣∣∣

1 0 −3
2 5 4
3 2 −1

∣∣∣∣∣∣
= 20, ∆z =

∣∣∣∣∣∣

1 2 0
2 −1 5
3 1 2

∣∣∣∣∣∣
= 15.

Так как ∆ 6= 0, то система имеет только одно решение.
Находим его по формулам Крамера:

x =
∆x

∆
=

5

10
=

1

2
, y =

∆y

∆
=

20

10
= 2, z =

∆z

∆
=

15

10
=

3

2
.

2
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1.2.2. ОДНОРОДНАЯ СИСТЕМА ДВУХ ЛИНЕЙНЫХ

УРАВНЕНИЙ С ТРЕМЯ НЕИЗВЕСТНЫМИ

Рассмотрим систему линейных уравнений{
a11x + a12y + a13z = 0,
a21x + a22y + a23z = 0.

(1.3)

Предположим, что хотя бы один из определителей∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
a13 a11

a23 a21

∣∣∣∣ ,

например, определитель

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣, отличен от нуля. Запи-

шем тогда систему (1.3) в виде{
a11x + a12y = −a13z,
a21x + a22y = −a23z.

(1.4)

Дадим z произвольное численное значение. Этому зна-
чению z будет соответствовать единственное решение си-
стемы (1.4), определяемое по формулам Крамера. Значе-
ние z выбиралось произвольно, поэтому система (1.3) име-
ет бесчисленное множество решений.

Пример 1.6. Решить систему{
3x − 2y + 7z = 0,
x + y + 5z = 0.

Решение. Так как

∣∣∣∣
3 −2
1 1

∣∣∣∣ = 5 6= 0, то запишем данную

систему в виде {
3x − 2y = −7z,
x + y = −5z.

Пусть, например, z = 1. Тогда{
3x − 2y = −7,
x + y = −5.

Вычислим определители:

∆ =

∣∣∣∣
3 −2
1 1

∣∣∣∣ = 5, ∆x =

∣∣∣∣
−7 −2
−5 1

∣∣∣∣ = −17,

∆y =

∣∣∣∣
3 −7
1 −5

∣∣∣∣ = 8.
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По формулам Крамера находим x = −17/5, y = 8/5, z = 1.
Так как значение z выбиралось произвольно, то система
имеет бесчисленное множество решений. 2

§ 1.3. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ

Определители высших порядков вводятся как обобще-
ние понятий определителей второго и третьего порядков.
Определитель n-го порядка имеет вид∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Все перечисленные выше свойства для определителей
третьего порядка переносятся на определители любого по-
рядка. При их вычислении основную роль играют свой-
ства 8 и 9 из § 1.1.

С помощью свойства 8 добиваются того, чтобы в неко-
торой выбранной строке (разумеется, вместо строки мож-
но выбрать и столбец) стояли на всех местах нули, кроме,
быть может, одного. Затем, применяя свойство 9, разлага-
ют определитель по элементам этой строки и, тем самым,
сводят его вычисление к нахождению определителя мень-
шего порядка. Повторяя этот прием, получают определи-
тель третьего или второго порядка, который вычисляется
непосредственно.

Пример 1.7. Вычислить определитель∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 2 2
−2 2 2 2
−2 −2 3 2
−2 −2 −2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Решение. Выберем первую строку и, используя едини-
цу, сделаем нули на остальных местах этой строки:∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
−2 6 6 6
−2 2 7 6
−2 2 2 8

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 · (−1)1+1

∣∣∣∣∣∣

6 6 6
2 7 6
2 2 8

∣∣∣∣∣∣
=
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= 6

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
2 7 6
2 2 8

∣∣∣∣∣∣
= 6 · 2

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
2 7 6
1 1 4

∣∣∣∣∣∣
=

= 12(28 + 2 + 6 − 7 − 6 − 8) = 12 · 15 = 180. 2

§ 1.4. МАТРИЦЫ И ДЕЙСТВИЯ НАД НИМИ

1.4.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ МАТРИЦЫ

Определение 1.5. Матрицей называется прямоуголь-
ная таблица, составленная из чисел, которая имеет вид

A =




a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
am1 am2 ... amn


 ,

где aij — элементы матрицы (i = 1,m; j = 1, n).

Матрица A состоит из m строк и n столбцов, при этом
говорят, что дана матрица порядка m × n.

Определение 1.6. Если m = n, то матрица называется
квадратной.

Определение 1.7. Матрица B = A
T называется транс-

понированной по отношению к матрице A, если строка-
ми матрицы B являются соответствующие столбцы мат-
рицы A.

Определение 1.8. Матрица A называется нулевой, если
все ее элементы равны 0, т.е. имеет вид

A =




0 0 ... 0
0 0 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... 0


 .

Определение 1.9. Квадратная матрица A называется
диагональной, если все ее недиагональные элементы рав-
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ны 0, т.е. имеет вид

A =




d11 0 ... 0
0 d22 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... dnn


 .

Определение 1.10. Диагональная матрица, у которой
все диагональные элементы равны единице, называется
единичной и обозначается буквой E.

Например, единичная матрица 3-го порядка имеет вид

E =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 .

Определение 1.11. Матрица A называется симметри-
ческой, если A

T = A.

Определение 1.12. Матрица A, состоящая из одной
строки, называется строчной, и имеет вид

A = (a11 a12 ... a1n).

Определение 1.13. Матрица A, состоящая из одного
столбца, называется столбцевой, и имеет вид

A =




a11

a21

...
am1


 .

1.4.2. ДЕЙСТВИЯ НАД МАТРИЦАМИ

1. Сложение матриц. Суммой двух матриц A и B одних
и тех же порядков m×n называется матрица C такого же
порядка m × n, элементы cij которой есть cij = aij + bij.
Например, для квадратных матриц 2-го порядка имеем

A + B =

(
a11 a12

a21 a22

)
+

(
b11 b12

b21 b22

)
=

=

(
a11 + b11 a12 + b12

a21 + b21 a22 + b22

)
=

(
c11 c12

c21 c22

)
.
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Свойства сложения матриц:
1) A + B = B + A;
2) (A + B) + C = A + (B + C).
2. Умножение матрицы на число:

λA =




λa11 λa12 ... λa1n

λa21 λa22 ... λa2n

... ... ... ...
λam1 λam2 ... λamn


 , λ 6= 0.

Свойства умножения матриц на число:
1) λ(µA) = (λµ)A;
2) λ(A + B) = λA + λB;
3) (λ + µ)A = λA + µA.
3. Умножение матриц. Произведением матрицы A по-

рядка m × n на матрицу B порядка n × p называется мат-
рица C порядка m × p. Необходимо, чтобы число столбцов
матрицы A совпало с числом строк матрицы B. Порядок
вычисления элементов матрицы произведения (на приме-
ре квадратных матриц 3-го порядка):

A · B =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 ·




b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33


 =

=




a11b11 + a12b21 + a13b31 a11b12 + a12b22 + a13b32

a21b11 + a22b21 + a23b31 a21b12 + a22b22 + a23b32

a31b11 + a32b21 + a33b31 a31b12 + a32b22 + a33b32

a11b13 + a12b23 + a13b33

a21b13 + a22b23 + a23b33

a31b13 + a32b23 + a33b33


 .

Свойства умножения матриц:
1) (AB)C = A(BC);
2) (A + B)C = AC + BC;
3) A(B + C) = AB + AC;
4) AB 6= BA.

Пример 1.8. (
3 0
5 −1

)
− 2

(
4 −7

−1 0

)
=

13



=

(
3 0
5 −1

)
+

(
−8 14

2 0

)
=

(
−5 14

7 −1

)
.

Пример 1.9.

(1 2 3) ·




4
5
6


 = 1 · 4 + 2 · 5 + 3 · 6 = 32.

Пример 1.10.


1
2
3


 · (4 5 6) =




1 · 4 1 · 5 1 · 6
2 · 4 2 · 5 2 · 6
3 · 4 3 · 5 3 · 6


 =




4 5 6
8 10 12
12 15 18


 .

Пример 1.11.


0 1 2
−1 0 3

1 1 2


 ·




1 2 3
3 2 1

−1 0 1


 =

=




0 · 1 + 1 · 3 + 2 · (−1) 0 · 2 + 1 · 2 + 2 · 0
−1 · 1 + 0 · 3 + 3 · (−1) −1 · 2 + 0 · 2 + 3 · 0
1 · 1 + 1 · 3 + 2 · (−1) 1 · 2 + 1 · 2 + 2 · 0
0 · 3 + 1 · 1 + 2 · 1
−1 · 3 + 0 · 1 + 3 · 1
1 · 3 + 1 · 1 + 2 · 1


 =




1 2 3
−4 −2 0

2 4 6


 .

§ 1.5. ОБРАТНАЯ МАТРИЦА. РЕШЕНИЕ СИСТЕМ

ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ С ПОМОЩЬЮ

ОБРАТНОЙ МАТРИЦЫ

Определение 1.14. Матрица A
−1 называется обратной

к матрице A порядка n × n, если выполнено равенство
AA

−1 = A
−1

A = E.

Определение 1.15. Квадратная матрица A, для которой
|A| = detA = 0, называется вырожденной.

Вырожденная матрица не имеет обратной.

Определение 1.16. Квадратная матрица A, для которой
|A| 6= 0, называется невырожденной.
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Всякая невырожденная матрица имеет обратную.
Обратная матрица вычисляется по формуле

A
−1 =

1

|A| (Ã)T , (1.5)

где Ã — матрица, составленная из алгебраических до-
полнений элементов матрицы A; (Ã)T — транспониро-
ванная матрица. Способ нахождения обратной матрицы
по формуле (1.5) называется методом присоединенной
матрицы.

Обратные матрицы применяются при решении матрич-
ного уравнения вида

AX = B,

где A и B — заданные матрицы, а X — искомая матри-
ца, причем |A| 6= 0. Решением этого уравнения является
X = A

−1
B. Аналогично, из уравнения XA = B получаем

решение X = BA
−1.

Матрицы дают возможность кратко записать систему
уравнений первой степени. Рассмотрим систему линейных
уравнений 




a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,
a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,
a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3.

(1.6)

Обозначим:

A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 , B =




b1

b2

b3


 , X =




x1

x2

x3


 .

Система (1.6) примет вид матричного уравнения AX = B,
решением которого является X = A

−1
B.

Пример 1.12. Решить систему линейных уравнений:



2x + y + z = 2,
5x + y + 3z = 14,
2x + y + 2z = 5.

Решение. Обозначим

A =




2 1 1
5 1 3
2 1 2


 , B =




2
14
5


 , X =




x
y
z


 ,
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тогда система примет вид AX = B, откуда X = A
−1

B. Вы-
числим обратную матрицу A

−1 и решим матричное урав-
нение:

|A| =

∣∣∣∣∣∣

2 1 1
5 1 3
2 1 2

∣∣∣∣∣∣
= 4 + 5 + 6 − 2 − 6 − 10 = −3 6= 0,

Ã =




−1 −4 3
−1 2 0
2 −1 −3


 , (Ã)T =




−1 −1 2
−4 2 −1
3 0 −3


 ,

X = −1

3




−1 −1 2
−4 2 −1
3 0 −3






2
14
5


 = −1

3




−6
15
−9


 =




2
−5
3


 .

2

§ 1.6. РАНГ МАТРИЦЫ

Рассмотрим матрицу A порядка m × n. Матрица имеет
много миноров, причем некоторые из них могут равняться
нулю, а другие — отличны от нуля.

Определение 1.17. Рангом матрицы A называется мак-
симальный порядок r отличного от нуля минора матри-
цы A.

Обозначение ранга матрицы: rA или rang A.

Определение 1.18. Любой минор порядка r, отличный
от нуля, называется базисным минором.

Теорема 1.1 (о базисном миноре). Ранг матрицы равен
рангу системы ее строк (столбцов); при этом система строк
(столбцов) матрицы, содержащая базисный минор, образу-
ет базис в системе всех строк (столбцов) этой матрицы.

Вычислим ранг матрицы методом окаймляющих ми-
норов. Пусть в матрице найден минор k-го порядка, от-
личный от нуля. Рассмотрим лишь те миноры (k + 1)-го
порядка, которые содержат в себе (окаймляют) минор k-го
порядка. Если все они равны нулю, то ранг матрицы ра-
вен k. В противном случае среди окаймляющих миноров
найдется ненулевой минор (k + 1)-го порядка, и вся про-
цедура повторяется.
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Пример 1.13. Найти ранг матрицы

A =




2 −4 3 1 0
1 −2 1 −4 2
0 1 −1 3 1
4 −7 4 −4 5


 .

Решение. Фиксируем минор 2-го порядка, отличный от
нуля:

∣∣∣∣
−4 3
−2 1

∣∣∣∣ = −4 + 6 = 2 6= 0.

Минор 3-го порядка, окаймляющий минор 2-го порядка,
также отличен от нуля:

∣∣∣∣∣∣

2 −4 3
1 −2 1
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣
= 4 + 3 − 2 − 4 = 1 6= 0.

Однако оба минора 4-го порядка, окаймляющие минор 3-го
порядка, равны нулю:

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −4 3 1
1 −2 1 −4
0 1 −1 3
4 −7 4 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −4 3 0
1 −2 1 2
0 1 −1 1
4 −7 4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Поэтому ранг матрицы A равен 3. 2

Определение 1.19. Элементарными преобразованиями
матрицы A называются следующие действия:

1) умножение какой-либо строки на число k, k 6= 0;
2) перестановка двух строк;
3) прибавление к элементам одной строки соответ-

ственных элементов другой строки, умноженных на
число k, k 6= 0.

Аналогичные преобразования можно провести и над
столбцами.
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С помощью элементарных преобразований матрица A

может приводиться к специальному виду

Ar =




1 0 ... 0 ... 0
0 1 ... 0 ... 0
... ... ... ... ... ...
0 0 ... 1 ... 0
0 0 ... 0 ... 0
0 0 ... 0 ... 0




.

Определение 1.20. Число r единиц, стоящих на главной
диагонали, не зависит от способа приведения матрицы A

к матрице Ar и называется рангом матрицы A.

Пример 1.14. Найти ранг матрицы

A =




1 4 −1
2 −1 4
1 10 −6


 .

Решение.


1 4 −1
2 −1 4
1 10 −6


 ∼




1 4 −1
0 −9 6
0 6 −5


 ∼




1 4 −1
0 1 −2/3
0 6 −5


 ∼

∼




1 0 5/3
0 1 −2/3
0 0 −1


 ∼




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ; rA = 3.

2

§ 1.7. РЕШЕНИЕ ПРОИЗВОЛЬНЫХ СИСТЕМ

УРАВНЕНИЙ

Рассмотрим систему m линейных уравнений с n неиз-
вестными общего вида




a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = b1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn = bm,

(1.7)

или, в матричной форме,

AX = B, (1.8)
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где

A =




a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
am1 am2 ... amn


 , B =




b1

b2

...
bm


 , X =




x1

x2

...
xn


 .

Определение 1.21. Если B = 0, то система уравнений
(1.7) называется однородной, в противном случае — неод-
нородной.

Определение 1.22. Система уравнений называется сов-
местной, если у нее существует по крайней мере одно ре-
шение; в противном случае она называется несовместной.

Определение 1.23. Две системы называются эквива-
лентными, если множества их решений совпадают.

Теорема 1.2 (Кронекера—Капелли). Для того чтобы си-
стема (1.7) была совместной, необходимо и достаточно,
чтобы rang A = rang(A,B), где (A,B) — расширенная мат-
рица системы (1.7).

Расширенная матрица (A,B) имеет вид

(A,B) =




a11 a12 ... a1n b1

a21 a22 ... a2n b2

... ... ... ... ...
am1 am2 ... amn bm


 .

Возможны два случая:
1) если rA < r(A,B), то система (1.7) несовместна и ре-

шения не существует;
2) если rA = r(A,B) = r, то для системы (1.7) существует

хотя бы одно решение.
При этом:
а) если r = n, то система имеет единственное решение;
б) если r < n (m 6 n), то система имеет бесконечное

число решений.
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Пример 1.15. Установить совместность и найти общее
решение системы





x1 − 2x2 − 3x3 = −3,
x1 + 3x2 − 5x3 = 0,
−x1 + 4x2 + x3 = 3,
3x1 + x2 − 13x3 = −6.

Решение. Вычислим ранг расширенной матрицы

(A,B) =




1 −2 −3 −3
1 3 −5 0

−1 4 1 3
3 1 −13 −6


 .

Вычитая сумму элементов второй, третьей и утроенной
первой строки из элементов четвертой строки, получим

(A,B) ∼




1 −2 −3 −3
1 3 −5 0

−1 4 1 3
0 0 0 0


 .

Это показывает, что r(A,B) 6 3 и четвертое уравнение си-
стемы — линейная комбинация первых трех ее уравнений.
Далее, минор третьего порядка, расположенный в верхнем
левом углу матрицы (A,B), отличен от нуля:

∆ =

∣∣∣∣∣∣

1 −2 −3
1 3 −5

−1 4 1

∣∣∣∣∣∣
= −6 6= 0,

т.е. r(A,B) = 3. Но ∆ состоит из первых трех строк мат-
рицы A, т.е. rA = 3. Итак, r(A,B) = rA = 3 = n, поэтому
данная система имеет единственное решение, получаемое
по формулам Крамера:

x1 =
∆1

∆
= 2, x2 =

∆2

∆
= 1, x3 =

∆3

∆
= 1.

2
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Пример 1.16. Установить совместность и найти общее
решение системы





2x1 + x2 − x3 − x4 + x5 = 1,
x1 − x2 + x3 + x4 − 2x5 = 0,
3x1 + 3x2 − 3x3 − 3x4 + 4x5 = 2,
4x1 + 5x2 − 5x3 − 5x4 + 7x5 = 3.

Решение. Составим расширенную матрицу данной сис-
темы:

(A,B) =




2 1 −1 −1 1 1
1 −1 1 1 −2 0
3 3 −3 −3 4 2
4 5 −5 −5 7 3


 .

Очевидно, ранг матрицы системы и ранг расширенной
матрицы не превосходит число их строк, т.е. r 6 4. С дру-
гой стороны, минор второго порядка, расположенный в
верхнем левом углу, отличен от нуля:

∆ =

∣∣∣∣
2 1
1 −1

∣∣∣∣ = −3 6= 0,

т.е. ранг системы r > 2. Подвергнем расширенную мат-
рицу следующим преобразованиям: прибавим к третьей
строке вторую, а затем вычтем первую, умноженную на 2;
аналогично, к четвертой строке прибавим удвоенную вто-
рую, а затем вычтем первую строку, умноженную на 3.
Тогда преобразованная матрица примет вид




2 1 −1 −1 1 1
1 −1 1 1 −2 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


 ,

откуда следует, что последние два уравнения системы яв-
ляются линейными комбинациями первых двух уравне-
ний системы, ранг rA = r(A,B) = 2, т.е. r < n и система
имеет бесчисленное множество решений.

Составим подсистему, состоящую из первых двух
уравнений системы, и перенесем в правую часть неиз-
вестные x3, x4 и x5, коэффициенты которых не входят в
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минор ∆: {
2x1 + x2 = x3 + x4 − x5 + 1,
x1 − x2 = −x3 − x4 + 2x5.

Полагая x3 = c3, x4 = c4, x5 = c5, где c3, c4, c5 — произволь-
ные постоянные, имеем{

2x1 + x2 = 1 + c3 + c4 − c5,
x1 − x2 = 2c5 − c3 − c4.

Решая полученную систему по формулам Крамера, имеем

x1 =
∆1

∆
= −1

3

∣∣∣∣
1 + c3 + c4 − c5 1
2c5 − c3 − c4 −1

∣∣∣∣ =
1

3
(1 + c5),

x2 =
∆2

∆
= −1

3

∣∣∣∣
2 1 + c3 + c4 − c5

1 2c5 − c3 − c4

∣∣∣∣ =
1

3
(1 + 3c3 + 3c4 − 5c5).

Полученное решение называется общим решением сис-
темы. 2

§ 1.8. МЕТОД ЖОРДАНА—ГАУССА

Системы m уравнений с n неизвестными обычно ре-
шают методом последовательных исключений неизвест-
ных — методом Жордана—Гаусса. С помощью элементар-
ных преобразований над строками и перестановкой столб-
цов матрица A из коэффициентов и расширенная матрица
(A,B), в которой присутствует столбец свободных чле-
нов B, могут быть приведены к минимальной форме —
треугольной или трапецеидальной, в которых элементы
под главной диагональю обращены в нули. При этом опре-
деляются ранги матриц и устанавливается совместность
системы. Условие совместности: rangA = rang(A,B) (тео-
рема Кронекера—Капелли). Если условие выполнено, то
последовательно находим неизвестные, начиная с наи-
меньшего по длине уравнения и положив свободными
«лишние» неизвестные.

Пример 1.17. Методом Жордана—Гаусса найти общее
решение системы




3x1 + 4x2 + 2x3 = 8,
2x1 − x2 − 3x3 = −4,
x1 + 5x2 + x3 = 0.
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Решение. Составим расширенную матрицу системы и
применим элементарные преобразования над строками:




3 4 2 8
2 −1 −3 −4
1 5 1 0


 ∼




1 5 1 0
3 4 2 8
2 −1 −3 −4


 ∼

∼




1 5 1 0
0 −11 −1 8
0 −11 −5 −4


 ∼




1 5 1 0
0 11 1 −8
0 −11 −5 −4


 ∼

∼




1 5 1 0
0 11 1 −8
0 0 −4 −12


 .

Имеем систему 



x1 + 5x2 + x3 = 0,
11x2 + x3 = −8,

−4x3 = −12,

откуда x1 = 2, x2 = −1, x3 = 3. 2

Пример 1.18. Решить систему уравнений




2x1 − x2 − x3 + 3x4 = 1,
4x1 − 2x2 − x3 + x4 = 5,
6x1 − 3x2 − x3 − x4 = 9,
2x1 − x2 + 2x3 − 12x4 = 10.

Решение. Преобразуем расширенную матрицу:



2 −1 −1 3 1
4 −2 −1 1 5
6 −3 −1 −1 9
2 −1 2 −12 10


 ∼

(первую строку, умноженную соответственно на 2, 3, 1,
вычитаем из следующих)

∼




2 −1 −1 3 1
0 0 1 −5 3
0 0 2 −10 6
0 0 3 −15 9


 ∼
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(вторую строку, умноженную соответственно на 2, 3, вы-
читаем из следующих)

∼




2 −1 −1 3 1
0 0 1 −5 3
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


 .

Система привелась к ступенчатой, которая после отбрасы-
вания двух уравнений вида 0 = 0 превращается в следую-
щую: {

2x1 − x2 − x3 + 3x4 = 1,
x3 − 5x4 = 3.

Неизвестные x1 и x3 — главные, а x2 и x4 — свободные. Си-
стема неопределенна. Из второго уравнения найдем выра-
жение x3 через x4; подставив его в первое уравнение, най-
дем выражение x1 через x2 и x4. Общее решение имеет
вид

x1 =
1

2
x2 + x4 + 2, x3 = 5x4 + 3.

Полагая в общем решении, например, x2 = 2, x4 = −1,
найдем одно из решений:

x1 = 2, x2 = 2, x3 = −2, x4 = −1,

которое, в отличие от общего решения, называется част-
ным решением данной системы уравнений. 2

§ 1.9. ОДНОРОДНАЯ СИСТЕМА ЛИНЕЙНЫХ

УРАВНЕНИЙ

Рассмотрим однородную систему линейных уравнений



a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = 0,
a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn = 0.

(1.9)

В матричной форме система (1.9) имеет вид AX = O, где
O — нулевой столбец.

Всякая система однородных линейных уравнений име-
ет нулевое решение x1 = x2 = ... = xn = 0 и, значит, сов-
местна.
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Для того чтобы система однородных линейных урав-
нений имела ненулевое решение, необходимо и достаточ-
но, чтобы ранг r был меньше числа неизвестных n. От-
сюда следует, в частности, что любая система однородных
линейных уравнений, в которой число уравнений меньше
числа неизвестных (m < n), имеет ненулевое решение.

Для того чтобы система однородных линейных уравне-
ний, в которой число уравнений равно числу неизвестных
(m = n), имела ненулевое решение, необходимо и доста-
точно, чтобы ее определитель был равен нулю.

Любое решение x1 = c1, x2 = c2, ... , xn = cn системы
линейных уравнений с n неизвестными можно рассматри-
вать как строку (или столбец) (c1 c2 ... cn). Поэтому имеют
смысл такие понятия, как сумма двух решений, произ-
ведение решения на число, линейная комбинация реше-
ний, линейная зависимость или независимость системы
решений.

Свойства решений системы однородных линейных
уравнений:

1) сумма двух решений есть решение;
2) произведение решения на любое произвольное число

есть решение.
Из этих свойств следует:
3) линейная комбинация решений есть решение.
В частности, если существует хоть одно ненулевое ре-

шение, то из него умножением на произвольные числа
можно получить бесконечно много решений.

Определение 1.24. Фундаментальной (или основной)
системой решений для системы однородных линейных
уравнений (1.9) называется линейно независимая систе-
ма решений, через которую линейно выражается любое
решение системы (1.9).

Если ранг r системы уравнений (1.9) равен числу n
неизвестных, то эта система не имеет фундаментальной
системы решений, т.к. единственным решением будет ну-
левое решение, составляющее линейно зависимую систе-
му. Если r < n, то система (1.9) имеет бесконечно мно-
го фундаментальных систем решений, причем каждая из
них состоит из n− r решений и любые n− r линейно неза-
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висимых решений составляют фундаментальную систему
решений.

Правило для построения фундаментальной системы
решений. Берут любой определитель M порядка n − r,
отличный от нуля (например, определитель, у которого
элементы главной диагонали равны единице, а осталь-
ные — нулю). Свободным неизвестным придают пооче-
редно значения, равные элементам первой, второй и т.д.
строк определителя M , и каждый раз из общего решения
находят соответствующие значения главных неизвестных.
Полученные n− r решений составляют фундаментальную
систему. Меняя произвольно исходный определитель M ,
можно получить всевозможные фундаментальные систе-
мы решений.

Пример 1.19. Найти общее решение и фундаменталь-
ную систему решений для системы уравнений





3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 0,
5x1 + 7x2 + x3 + 3x4 + 4x5 = 0,
4x1 + 5x2 + 2x3 + x4 + 5x5 = 0,
7x1 + 10x2 + x3 + 6x4 + 5x5 = 0.

Решение. Матрица коэффициентов системы имеет вид

A =




3 4 1 2 3
5 7 1 3 4
4 5 2 1 5
7 10 1 6 5


 .

Умножая первую строку на 2, а вторую строку на −1, сло-
жим их и получим




1 1 1 1 2
5 7 1 3 4
4 5 2 1 5
7 10 1 6 5


 ∼




1 1 1 1 2
0 2 −4 −2 −6
0 1 −2 −3 −3
0 3 −6 −1 −9


 ∼

∼




1 1 1 1 2
0 1 −2 −3 −3
0 2 −4 −2 −6
0 3 −6 −1 −9


 ∼




1 1 1 1 2
0 1 −2 −3 −3
0 0 0 4 0
0 0 0 8 0


 ∼
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∼




1 1 1 1 2
0 1 −2 −3 −3
0 0 0 4 0
0 0 0 0 0


 .

Тогда укороченная система имеет вид




x1 + x2 = −x3 − 2x5,
x2 = 2x3 + 3x5,

x4 = 0.

Полагая x3 = c1, x5 = c2, получим




x1 = −3c1 − 5c2,
x2 = 2c1 + 3c2,

x4 = 0.

Общее решение системы

X(c1, c2) =




−3c1 − 5c2

2c1 + 3c2

c1

0
c2




.

Из общего решения находим фундаментальную систему
решений, давая свободным неизвестным поочередно зна-
чения (1 0) и (0 1):

E1 = X(1; 0) =




−3
2
1
0
0




и E2 = X(0; 1) =




−5
3
0
0
1




.

С использованием фундаментальной системы общее ре-
шение может быть записано в виде

X(c1, c2) = c1E1 + c2E2. 2
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ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

1. Вычислить следующие определители:

1)

∣∣∣∣
3 6
−5 10

∣∣∣∣; 2)

∣∣∣∣
tg α 1
−1 tg α

∣∣∣∣; 3)

∣∣∣∣∣∣

−1 5 2
0 8 4
2 3 8

∣∣∣∣∣∣
;

4)

∣∣∣∣∣∣

2 1 0
1 0 3
0 5 −1

∣∣∣∣∣∣
; 5)

∣∣∣∣∣∣

1 2 3
3 1 2
2 3 1

∣∣∣∣∣∣
; 6)

∣∣∣∣∣∣

1 17 −7
−1 13 1
1 7 1

∣∣∣∣∣∣
.

О т в е т : 1) 60; 2) 1/ cos2 α; 3) −44; 4) −29; 5) 18;
6) 180.

2. Вычислить определители, пользуясь только свой-
ством 8 определителей:

1)

∣∣∣∣∣∣

2 1 −1
1 2 3
−1 3 2

∣∣∣∣∣∣
; 2)

∣∣∣∣∣∣

2 4 6
5 12 19
3 9 17

∣∣∣∣∣∣
;

3)

∣∣∣∣∣∣

1 2 4
−2 1 −3
3 −4 2

∣∣∣∣∣∣
; 4)

∣∣∣∣∣∣

2 3 4
5 −2 1
1 2 3

∣∣∣∣∣∣
.

О т в е т : 1) −20; 2) 8; 3) 0; 4) −10.

3. Установить, что системы уравнений имеют единствен-
ное решение, и найти их:

1)





2x − y + z = 2,
3x + 2y + 2z = −2,
x − 2y + z = 1;

2)





2x − 4y + 9z = 28,
7x + 3y − 6z = −1,
7x + 9y − 9z = 5;

3)





x + 2y − z = 2,
2x − 3y + 2z = 2,
3x + y + z = 8;

4)





2x − 4y + 3z = 1,
x − 2y + 4z = 3,
3x − y + 5z = 2.

О т в е т : 1) x = 2, y = −1, z = 3; 2) x = 2, y = 3, z = 4;
3) x = 1, y = 2, z = 3; 4) x = −1, y = 0, z = 1.

4. Вычислить определители:

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 2 3
3 −1 −4 −6
1 0 0 1
1 2 −1 −7

∣∣∣∣∣∣∣∣
; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 0 2
3 2 1 0

−1 0 1 3
−1 2 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
;
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3)

∣∣∣∣∣∣∣∣

3 −1 4 2
5 2 0 1
0 2 1 −3
6 −2 9 8

∣∣∣∣∣∣∣∣
; 4)

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 1 0
0 1 2 −1
3 −1 2 3
3 1 6 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

О т в е т : 1) 12; 2) 28; 3) 223; 4) 0.

5. Найти матрицу 3A − 2B, если

A =




1 −1 3
3 3 6
2 −2 4


 , B =




−4 −3 5
3 −1 4
5 −8 5


 .

О т в е т :




11 3 −1
3 11 10
−4 10 2


.

6. Найти произведение матриц A и B, если

A = (3 − 5 4), B =




2
2

−1


 .

О т в е т : −8.

7. Найти матрицу A · B, если

A =




0 2 −1
−2 −1 2

3 −2 1


 , B =




4 3 2
3 2 1
1 3 5


 .

О т в е т :




5 1 −3
−9 −2 5

5 2 −1


.

8. Найти матрицу C = AB−BA, если

A =




1 −3 2
3 −4 1
2 −5 3


 , B =




2 5 6
1 2 5
1 3 2


 .

О т в е т : C =




−28 61 −32
−14 46 −19
−12 34 −18


 .
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9. Найти многочлен от матрицы A, если

f(x) = x2 − 3x + 5, A =




2 2 0
1 1 1
1 0 3


 .

О т в е т :




5 0 2
1 5 1
2 2 5


.

10. Найти матрицу, обратную для матрицы

A =




2 5 7
6 3 4
5 −2 −3


 .

О т в е т : A
−1 =




1 −1 1
−38 41 −34
27 −29 24


.

11. Решить матричное уравнение XA = B, если

A =




1 2 −3
3 2 −4
2 −1 0


 , B =




1 −3 0
10 2 7
10 7 8


 .

О т в е т :




20 −15 13
−105 77 −58
−152 112 −87


.

12. Решить системы уравнений с помощью обратной мат-
рицы:

а)





2x − y + 4z = 15,
3x − y + z = 8,
−2x + y + z = 0;

б)





x1 + 4x2 − 7x3 + 6x4 = 0,
x1 − 3x2 − 6x4 = 9,
2x1 + x2 − 5x3 + x4 = 8,
2x2 − x3 + 2x4 = −5.

О т в е т : а)




2
1
3


; б)




3
−4
−1

1


.
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13. Найти ранг матриц:

а)




1 4 −1
2 −1 4
1 10 −6


; б)




2 7 3
3 5 2
9 4 1


;

в)




2 2 −1 1
4 3 −1 2
8 5 −3 4
3 3 −2 2


; г)




1 3 −1 2
2 −1 3 5
1 10 6 1


.

О т в е т : а) 3; б) 2; в) 4; г) 2.

14. Установить совместность и найти общее решение си-
стемы 




2x1 − x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 2,
6x1 − 3x2 + 2x3 + 4x4 + 5x3 = 3,
6x1 − 3x2 + 4x3 + 8x4 + 13x5 = 9,
4x1 − 2x2 + x3 + x4 + 2x5 = 1.

О т в е т : x3 = −4c1 + 2c2 − 1, x4 = 0, x5 = 2c1 − c2 + 1.

15. Решить систему методом Жордана—Гаусса:



x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0,
7x1 + 14x2 + 20x3 + 27x4 = 0,
5x1 + 10x2 + 16x3 + 19x4 = −2,
3x1 + 5x2 + 6x3 + 13x4 = 5.

О т в е т : (1 − 1 − 1 1)T .

16. Найти фундаментальную систему решений и общее
решение однородной системы:




3x1 + 2x2 + x3 + 3x4 + 5x5 = 0,
6x1 + 4x2 + 3x3 + 5x4 + 7x5 = 0,
9x1 + 6x2 + 5x3 + 7x4 + 9x5 = 0,
3x1 + 2x2 + 4x4 + 8x5 = 0.

О т в е т : E1 = (1 0 0 −9/4 3/4)T , E2 = (0 1 0 −3/2 1/2)T ,
E3 = (0 0 1 − 2 1)T ; X(c1, c2, c3) = c1E1 + c2E2 +
+ c3E3.
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ГЛАВА 2

ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ

Предметом векторной алгебры является описание опе-
раций над векторами. Впервые скалярное и векторное
произведения в 1777 г. использовал Лагранж в связи с
изучением тетраэдров. А терминологию ввел Гамильтон
в 1846 г. Векторная алгебра имеет широкое применение в
различных разделах физики, математики, механики и т.д.

§ 2.1. ВЕКТОРЫ И ОСНОВНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ

ОПЕРАЦИИ НАД НИМИ

Определение 2.1. Вектором называется направленный
отрезок. Вектор обозначается символами ā или AB, где
A — начальная точка или начало вектора, B — конечная
точка или конец вектора.

Определение 2.2. Длина направленного отрезка назы-
вается модулем вектора и обозначается символом |ā|.

Определение 2.3. Если начальная и конечная точки
вектора совпадают, то он называется нулевым и длина его
равна нулю. Направление нулевого вектора не определено.

Определение 2.4. Вектор, модуль которого равен еди-
нице, называется единичным или ортом.

Определение 2.5. Векторы, расположенные на парал-
лельных прямых, называются коллинеарными.

Определение 2.6. Векторы называются компланарны-
ми, если существует плоскость, которой они параллельны.

Определение 2.7. Векторы ā и b̄ называются равными,
если они коллинеарны, одинаково направлены и имеют
равные модули.
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Таким образом, при параллельном переносе получа-
ется новый вектор, равный прежнему. Верно и обрат-
ное — векторы, совпадающие при параллельном переносе,
равны.

Определение 2.8. Векторы ā и b̄ называют противопо-
ложными, если их длины равны, а направления противо-
положны.

Рассмотрим основные операции над векторами.

2.1.1. УМНОЖЕНИЕ ВЕКТОРА НА СКАЛЯР (ЧИСЛО)

Определение 2.9. Произведение ненулевого вектора ā
на действительное число α называют вектор c̄ = αā, опре-
деляемый следующими условиями:

1) |c̄| = |α| · |ā|;
2) c̄ коллинеарен ā;
3) векторы c̄ и ā направлены одинаково, если α > 0, и

противоположно, если α < 0.

Свойства умножения вектора на скаляр:
1) ∀ α,β ∈ R и любого ā справедливо равенство α(βā) =

= (αβ)ā (сочетательный закон);
2) для любых двух коллинеарных векторов ā и c̄ суще-

ствует, и при том только одно, число λ, такое, что c̄ = λā
(признак коллинеарности векторов);

3) ∀ α ∈ R α · 0̄ = 0̄;
4) ∀ ā 0 · ā = 0̄.

2.1.2. СЛОЖЕНИЕ ВЕКТОРОВ

Определение 2.10. Суммой векторов ā и b̄, расположен-
ных так, что начало вектора b̄ совпадает с концом векто-
ра ā, называется вектор c̄, начало которого совпадает с на-
чалом вектора ā, а конец — с концом вектора b̄ (правило
треугольника) (рис. 2.1, а). При этом пишут c̄ = ā + b̄.

Аналогично определяется сумма n векторов:

ā1 + ā2 + ... + ān = c̄.

А именно, суммой называют вектор c̄, проведенный из на-
чала первого в конец последнего вектора, при условии, что
начало вектора ā2 совпадает с концом вектора ā1, начало
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ā + b̄

ā b̄

c̄

ā1
ā2

ā3

ā4

ā

b̄
ā + b̄

а) б) в)

Рис. 2.1

вектора ā3 совпадает с концом вектора ā2 и т.д. (правило
многоугольника) (рис. 2.1, б).

Замечание. Если на векторах ā и b̄ построить паралле-
лограмм, поместив их начало в общую точку, то сумма ā+ b̄
будет лежать на диагонали параллелограмма, выходящей
из общего начала векторов ā и b̄ (правило параллелограм-
ма) (рис. 2.1, в).

Свойства сложения векторов:
1) ā + 0̄ = ā (свойство поглощения нулевого вектора);
2) ā + b̄ = b̄ + ā (перестановочное или, по-другому, ком-

мутативное свойство);
3) (ā+ b̄)+ c̄ = ā+(b̄+ c̄) (сочетательное или, по-другому,

ассоциативное свойство);
4) для всякого ненулевого вектора ā существует проти-

воположный вектор −ā, такой, что ā + (−ā) = 0̄.

2.1.3. ВЫЧИТАНИЕ ВЕКТОРОВ

Определение 2.11. Вектор c̄ называется разностью век-
торов ā и b̄, т.е. c̄ = ā − b̄, если c̄ + b̄ = ā.

ā

ā − b̄ −b̄
−b̄

b̄

ā

b̄ ā − b̄

а) б)

Рис. 2.2

Из последнего равенства следует, что c̄ = ā + (−b̄),
т.е. вычитание векторов сведено к сложению (рис. 2.2).
Нетрудно заметить, что в параллелограмме, построенном

34



на векторах ā и b̄, разность этих векторов ā − b̄ лежит на
диагонали параллелограмма, проведенной из конца векто-
ра b̄ в конец вектора ā.

§ 2.2. ЛИНЕЙНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ

И НЕЗАВИСИМОСТЬ ВЕКТОРОВ. БАЗИСЫ

НА ПЛОСКОСТИ И В ПРОСТРАНСТВЕ

2.2.1. ЛИНЕЙНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ

И НЕЗАВИСИМОСТЬ ВЕКТОРОВ

Пусть имеется n векторов ā1, ā2, ... , ān и n постоянных
коэффициентов c1, c2, ... , cn.

Определение 2.12. Выражение

c1ā1 + c2ā2 + ... + cnān (2.1)

называется линейной комбинацией векторов ā1, ā2, ... , ān.

Определение 2.13. Векторы ā1, ā2, ... , ān называются
линейно зависимыми, если существуют числа c1, c2, ... , cn,
из которых хотя бы одно отлично от нуля, такие, что соот-
ветствующая линейная комбинация векторов равна нулю:

c1ā1 + c2ā2 + ... + cnān = 0̄. (2.2)

С учетом определения 2.12 определение 2.13 можно за-
писать следующим образом:

Векторы ā1, ā2, ... , ān называются линейно зависимы-
ми, если хотя бы один вектор из этой системы можно
выразить в виде линейной комбинации остальных.

Определение 2.14. Векторы ā1, ā2, ... , ān называются
линейно независимыми, если линейная комбинация c1ā1 +
+c2ā2+...+cnān = 0̄ лишь при условии c1 = c2 = ... = cn = 0.

С учетом определения 2.12 определение 2.14 можно за-
писать следующим образом:

Векторы ā1, ā2, ... , ān называются линейно независи-
мыми, если ни один из этих векторов нельзя предста-
вить в виде линейной комбинации остальных.
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Заметим, что если один из векторов ā1, ā2, ... , ān

является нулевым, то совокупность векторов линейно
зависима.

Определение 2.15. Ненулевые векторы ā1, ā2, ... , ān на-
зываются компланарными, если они лежат в одной плос-
кости или параллельных плоскостях.

Из сказанного выше следует, что три компланарных
вектора линейно зависимы.

2.2.2. БАЗИСЫ НА ПЛОСКОСТИ И В ПРОСТРАНСТВЕ

Определение 2.16. Совокупность любых двух линейно
независимых векторов, принадлежащих данной плоско-
сти, называется базисом на этой плоскости. Если ē1, ē2 —
базис на плоскости, то для любого вектора ā, лежащего в
этой плоскости, можно найти единственным образом та-
кие числа x1 и x2, что будет ā = x1ē1 + x2ē2. Числа x1 и x2

называются координатами вектора ā в данном базисе.

Определение 2.17. Совокупность любых трех линейно
независимых векторов ē1, ē2, ē3 в пространстве называет-
ся базисом в пространстве. Если ā — произвольный век-
тор, то всегда можно найти единственным образом числа
x1, x2, x3 такие, что будет иметь место представление ā =
= x1ē1 + x2ē2 + x3ē3. Коэффициенты x1, x2, x3 в разложе-
нии данного вектора по базису называются координатами
вектора ā в базисе ē1, ē2, ē3.

2.2.3. ПРЯМОУГОЛЬНАЯ ДЕКАРТОВА СИСТЕМА

КООРДИНАТ

Если из всех возможных базисов (ē1, ē2, ē3) в простран-
стве выбрать такой, что все векторы, входящие в этот
базис, были попарно ортогональны ((̂̄ei, ēj) = π/2, i, j =
= 1, 2, 3) и, далее, каждый базисный вектор выбрать еди-
ничной длины (т.е. ē0

i = ēi/|ēi|, i = 1, 2, 3), то такой базис
называется ортонормированным.

Определение 2.18. Три некомпланарных вектора ā, b̄ и
c̄, взятых в указанном порядке и приложенных к одной
точке, называют тройкой векторов.
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Определение 2.19. Тройка векторов ā, b̄, c̄ называется
правой, если при наблюдении с конца вектора c̄ кратчай-
ший поворот от вектора ā к вектору b̄ происходит против
движения часовой стрелки. В противном случае тройка
векторов называется левой.

Ограничимся выбором правой трой-

y

z

x
O

j̄

k̄

ī

Рис. 2.3

ки базисных векторов ē0
1, ē0

2, ē0
3. Поме-

стим далее начала векторов, входящих
в выбранный базис, в общую точку O и
из этой точки проведем оси Ox, Oy, Oz,
направления которых совпадают с на-
правлениями векторов ē0

1, ē0
2, ē0

3. Полу-
чим так называемую пространствен-
ную прямоугольную правую декартову систему коорди-
нат Oxyz. Причем принято орты обозначать так: ē0

1 = ī,
ē0
2 = j̄, ē0

3 = k̄ (рис. 2.3). Ось Ox называется осью абсцисс,
ось Oy — осью ординат, ось Oz — осью аппликат.

Если базис состоит из двух векторов ī и j̄, получим
прямоугольную правую декартову систему координат
на плоскости — систему Oxy.

2.2.4. ПРОЕКЦИЯ ВЕКТОРА НА ОСЬ. КООРДИНАТЫ

ВЕКТОРА

Рассмотрим вектор AB и ось Ox. Пусть точки A1 и B1
являются проекциями точек A и B на ось Ox. Рассмот-
рим вектор A1B1. Тогда проекцией вектора AB на ось Ox
(она обозначается символом прOx AB) называется модуль
вектора A1B1, если A1B1 и Ox направлены одинаково, и
модуль вектора A1B1, взятый со знаком «−», если они на-
правлены противоположно, т.е.

прOx AB =





|AB|, если A1B1 и Ox одинаково
направлены;

−|AB|, если A1B1 и Ox противоположны.

Если через ϕ обозначить угол между вектором и осью
и он берется из диапазона ϕ ∈ [0;π], то

прOx AB = |AB| cos ϕ. (2.3)

Аналогичным образом определяется и проекция век-
тора на вектор.
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Если же через xA, xB обозначить координаты проекций
точек A, B на ось Ox соответственно, то

прOx AB = xB − xA. (2.4)

Важно отметить, что при линейных операциях над
векторами, т.е. при их сложении или умножении векто-
ра на число, соответствующие операции происходят и над
их проекциями, т.е.

пр(ā ± b̄) = пр ā ± пр b̄, пр(λā) = λ пр ā. (2.5)

Теперь рассмотрим в пространстве декартову систему
координат и обозначим через ax, ay, az проекции векто-
ра ā на оси координат. Оказывается, что вектор с точно-
стью до параллельного переноса однозначно определяется
своими проекциями. Другими словами, каждому вектору
соответствует единственный набор этих проекций и каж-
дой тройке проекций соответствует единственный вектор.
Это дает основания отождествлять вектор с наборами сво-
их проекций и писать ā = (ax, ay, az). Тогда, в частности,

ā ± b̄ = (ax ± bx, ay ± by, az ± bz) и λā = (λax, λay, λaz).

Исходя из перечисленных выше способов описания
проекций, можно сформулировать и три способа задания
векторов:

1) путем задания своих проекций, т.е. величин ax,
ay, az;

2) путем задания модуля вектора ā и его направляю-
щих косинусов, т.е. величин cosα, cosβ, cos γ, где α, β, γ —
углы, которые образует вектор с осями координат. Дей-
ствительно, в этом случае имеется возможность опреде-
лить проекции вектора на оси выражениями ax = |ā| cos α,
ay = |ā| cos β, az = |ā| cos γ и тем самым определить сам
вектор;

3) путем задания координат начальной A(xA, yA, zA) и
конечной B(xB, yB , zB) точек вектора. В этом случае про-
екции равны ax = xB − xA, ay = yB − yA, az = zB − zA и
вектор, следовательно, также становится определен.

Заметим, что в прямоугольной системе координат
квадрат длины вектора всегда равен сумме квадратов сво-
их проекций, т.е.

|ā| =
√

a2
x + a2

y + a2
z , (2.6)

38



так как вектор является диагональю прямоугольного па-
раллелепипеда, ребрами которого являются ax, ay, az.

Итак, любой вектор ā(ax, ay, az) в декартовой прямо-
угольной системе координат можно представить в виде
комбинации этих векторов и имеет место разложение

ā = axī + ay j̄ + az k̄. (2.7)

Пример 2.1. Найти координаты вектора d̄(−4; 7; 1) в ба-
зисе векторов ā(1; 2; 3), b̄(−1; 2; 0), c̄(2; 1; 5).

Решение. Найдем координаты α, β, γ вектора d̄ в базисе
ā, b̄, c̄, представив d̄ = αā + βb̄ + γc̄ в координатах:

−4ē1 + 7ē2 + ē3 =

= α(ē1 + 2ē2 + 3ē3) + β(−ē1 + ē2) + γ(2ē1 + ē2 + 5ē3) =

= (α − β + 2γ)ē1 + (2α + β + γ)ē2 + (3α + 5γ)ē3,

откуда получаем систему



α − β + 2γ = −4,
2α + β + γ = 7,
3α + 5γ = 1.

Решение этой системы дает α = 2, β = 4, γ = −1 — коор-
динаты вектора d̄ в базисе ā, b̄, c̄, т.е. d̄ = 2ā + 4b̄ − c̄.

Ответ: d̄ = 2ā + 4b̄ − c̄. 2

§ 2.3. СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ

2.3.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СКАЛЯРНОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ

И ЕГО СВОЙСТВА

Определение 2.20. Скалярным произведением ā · b̄ двух
ненулевых векторов ā и b̄ называется число, равное про-
изведению длин этих векторов на косинус угла между ни-
ми, т.е.

ā · b̄ = |ā| · |b̄| · cos( ̂̄a, b̄). (2.8)

Если хотя бы один из векторов равен нулю, то ска-
лярное произведение этих векторов равно нулю (по опре-
делению).

Если ā = b̄, то ā · ā = |ā|2, так как cos(̂̄a, ā) = 1. От-
сюда следует, что |ā| =

√
ā · ā . Скалярное произведение
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ā · ā называется скалярным квадратом и обозначается ā2.
Следовательно,

ā2 = |ā|2 ⇒ |ā| =
√

ā2 .

Заметим, что иногда скалярное произведение обозна-
чают через (ā, b̄).

Свойства скалярного произведения:
1) скалярное произведение можно определить через

проекцию векторов:

ā · b̄ = |ā| · прā b̄ = |b̄| · прb̄ ā.

Действительно, прā b̄ = |b̄| · cos( ̂̄a, b̄), но

ā · b̄ = |ā| · |b̄| · cos( ̂̄a, b̄) = |ā| · прā b̄.

Отсюда можно получить также

прā b̄ =
ā · b̄
|ā| ;

2) коммутативность: ā · b̄ = b̄ · ā. Это свойство очевидно,

так как cos( ̂̄a, b̄) = cos( ̂̄b, ā);
3) ассоциативность относительно числового множите-

ля λ:
(λā) · b̄ = ā · (λb̄) = λ(ā · b̄);

4) дистрибутивность относительно сложения векторов:

ā · (b̄ + c̄) = ā · b̄ + ā · c̄.
Доказательство.

ā · (b̄ + c̄) = |ā| · прā(b̄ + c̄) = |ā| · (прā b̄ + прā c̄) =

= |ā| · прā b̄ + |ā| · прā c̄ = ā · b̄ + ā · c̄.
Следствие.

(ā + b̄) · (c̄ + d̄) = ā · c̄ + b̄ · c̄ + ā · d̄ + b̄ · d̄.

2.3.2. НЕОБХОДИМОЕ И ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ

ОРТОГОНАЛЬНОСТИ ДВУХ ВЕКТОРОВ

Напомним, что два ненулевых вектора ā и b̄ называют-
ся ортогональными, если они образуют прямой угол, т.е.

( ̂̄a, b̄) = π/2.
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Теорема 2.1. Для того чтобы два ненулевых вектора
были ортогональны, необходимо и достаточно, чтобы их
скалярное произведение обращалось в нуль.

Доказательство. Необходимость. Пусть векторы ā и b̄

ортогональны, тогда cos( ̂̄a, b̄) = 0 ⇒ ā · b̄ = 0.
Достаточность. Пусть ā · b̄ = 0. Так как векторы нену-

левые, то отсюда следует, что cos( ̂̄a, b̄) = 0, а это и означает,
что векторы ā и b̄ ортогональны.

2.3.3. СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ,
ЗАДАННЫХ СВОИМИ КООРДИНАТАМИ

Пусть ā = (ax, ay, az), b̄ = (bx, by, bz). Очевидно, что

ī2 = j̄2 = k̄2 = 1, ī · j̄ = j̄ · ī = 0,

ī · k̄ = k̄ · ī = 0, j̄ · k̄ = k̄ · j̄ = 0.

В силу свойства 4 получим

ā · b̄ = (axī + ay j̄ + az k̄) · (bxī + by j̄ + bz k̄) =

= axbx + ayby + azbz.

В частности,

|ā| =
√

ā2 =
√

a2
x + a2

y + a2
z .

2.3.4. УГОЛ МЕЖДУ ДВУМЯ ВЕКТОРАМИ

Если ā и b̄ — ненулевые векторы, то, принимая во вни-
мание определение вектора и п. 4, получим такое выраже-

ние для угла ( ̂̄a, b̄) между векторами ā и b̄:

( ̂̄a, b̄) = arccos
ā · b̄

|ā| · |b̄| =

= arccos
axbx + ayby + azbz√

a2
x + a2

y + a2
z ·
√

b2
x + b2

y + b2
z

. (2.9)

Отсюда нетрудно получить условие ортогональности
(перпендикулярности) двух векторов в координатной
форме:

axbx + ayby + azbz = 0. (2.10)
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2.3.5. МЕХАНИЧЕСКИЙ СМЫСЛ СКАЛЯРНОГО

ПРОИЗВЕДЕНИЯ

Если F̄ — сила, действующая при перемещении S̄, то
работа A этой силы на указанном перемещении, как из-

вестно, равна |F̄ | · |S̄| cos( ̂̄F , S̄), т.е. A = F̄ · S̄ (рис. 2.4).

Пример 2.2. Даны три точки A(2; 3; 5),

S̄

F̄

�
θ

Рис. 2.4

B(1; 2; 3), C(3; 5; 4). Найти пр
BC

AB и направ-

ляющие косинусы вектора AB.

Решение. а) AB = {−1;−1;−3}, BC =
= {2; 3; 2}.

пр
BC

AB = |AB| · cos( ̂AB, BC) =
AB · BC

|BC|
=

=
(−1) · 2 + (−1) · 3 + (−3) · 2√

22 + 32 + 22
= − 11√

17
.

б) cos α =
−1√
11

, cos β =
−1√
11

, cos γ =
−3√
17

.
2

Пример 2.3. Дан вектор ā = m̄+ n̄, |m̄| = |n̄| = 2, ( ̂̄m, n̄) =
= π/3. Найти длину вектора ā.

Решение. Найдем скалярный квадрат вектора ā:

ā2 = (m̄ + n̄) · (m̄ + n̄).

Раскроем скобки, пользуясь свойствами скалярного про-
изведения:

(m̄ + n̄) · (m̄ + n̄) = m̄2 + n̄ · m̄ + m̄ · n̄ + n̄2 =

= m̄2 + 2m̄ · n̄ + n̄2 = |m̄|2 + 2|m̄| · |n̄| cos( ̂̄m, n̄) + |n̄|2 =

4 + 2 · 2 · 2 · cos π

3
+ 4 = 12; |ā| =

√
ā2 =

√
12 . 2

Пример 2.4. При каком значении α векторы ā = ī+2j̄+k̄
и b̄ = 2ī + αj̄ + 2k̄ ортогональны?

Решение. Принимая во внимание условие ортогональ-
ности двух векторов axbx + ayby + azbz = 0, получим 1 · 2 +
+ 2 · α + 1 · 2 = 0. Следовательно, α = −2. 2
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§ 2.4. ВЕКТОРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ

2.4.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕКТОРНОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ

И ЕГО СВОЙСТВА

Определение 2.21. Векторным произведением ā × b̄
ненулевых векторов ā и b̄ называется такой вектор c̄, ко-
торый удовлетворяет трем условиям:

1) |c̄| = |ā|·|b̄|·sin( ̂̄a, b̄), т.е. длина век-

c̄
b̄

ā

Рис. 2.5

тора c̄ = ā × b̄ численно равна площа-
ди параллелограмма, построенного на
этих векторах;

2) вектор c̄ перпендикулярен плос-
кости, в которой лежат векторы ā и b̄;

3) тройка ā, b̄, c̄ — правая (рис. 2.5).

Если хотя бы один из векторов ā и b̄ нулевой, то по
определению ā × b̄ = 0̄.

Заметим, что иногда векторное произведение двух век-
торов ā и b̄ обозначается символом [ā; b̄].

Свойства векторного произведения:
1) коммутативность: ā×b̄ = −b̄×ā. Это очевидно, так как

при перестановке векторов изменится ориентация тройки;
2) ассоциативность относительно числового множите-

ля λ: λ(ā × b̄) = (λā) × b̄ = ā × (λb̄);
3) дистрибутивность относительно сложения векторов:

ā × (b̄ + c̄) = ā × b̄ + ā × c̄.

Следствие.

(ā + b̄) × (c̄ + d̄) = ā × c̄ + b̄ × c̄ + ā × d̄ + b̄ × d̄.

Другими словами, скобки можно раскрывать как при
обыкновенном умножении, не переставляя при этом ме-
стами сомножители.

2.4.2. НЕОБХОДИМОЕ И ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ

КОЛЛИНЕАРНОСТИ ДВУХ НЕНУЛЕВЫХ

ВЕКТОРОВ

Теорема 2.2. Для того чтобы два ненулевых вектора ā и
b̄ были коллинеарны, необходимо и достаточно, чтобы их
векторное произведение было равно нулю.
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Доказательство. Необходимость. Пусть векторы ā и b̄
коллинеарны, тогда они лежат на одной прямой, следова-

тельно, sin( ̂̄a, b̄) = 0 ⇒ |ā × b̄| = 0. Значит, ā × b̄ = 0̄.
Достаточность. Пусть векторное произведение ā× b̄ =

= 0̄. Так как |ā| 6= 0, |b̄| 6= 0, то значит sin( ̂̄a, b̄) = 0, т.е.

( ̂̄a, b̄) = 0 или ( ̂̄a, b̄) = π, а это означает, что векторы ā и b̄
коллинеарны.

Замечание. Если два вектора ā(ax, ay, az) и b̄(bx, by, bz)
коллинеарны, то существует такое число λ, при котором
ā = λb̄, т.е.

axī + ay j̄ + az k̄ = λ(bx ī + by j̄ + bz k̄) ⇒

⇒
ax = λbx

ay = λby

az = λbz



 ⇒ ax

bx
=

ay

by
=

az

bz
.

Итак, мы доказали, что если два вектора коллинеарны, то
их координаты пропорциональны (признак коллинеарно-
сти векторов).

2.4.3. ВЕКТОРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ,
ЗАДАННЫХ СВОИМИ КООРДИНАТАМИ

Заметим, что ī × ī = j̄ × j̄ = k̄ × k̄ = 0̄. Далее очевидно,
что ī × j̄ = k̄, j̄ × k̄ = ī, k̄ × ī = j̄, j̄ × ī = −k̄, k̄ × j̄ = −ī,
ī × j̄ = −k̄.

Применяя свойство 3, перемножим векторно векторы
ā = axī + ay j̄ + az k̄ и b̄ = bxī + by j̄ + bz k̄:

ā × b̄ = (axī + ay j̄ + az k̄) × (bx ī + by j̄ + bz k̄) =

= axbxī × ī + aybxj̄ × ī + azbxk̄ × ī + axby ī × j̄ + ayby j̄ × j̄ +

+ azbyk̄ × j̄ + axbz ī × k̄ + aybz j̄ × k̄ + azbz k̄ × k̄ =

= (aybz − azby )̄i − (axbz − azbx)j̄ + (axby − aybx)k̄ =

=

∣∣∣∣∣∣

ī j̄ k̄
ax ay az

bx by bz

∣∣∣∣∣∣
. (2.11)
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2.4.4. МЕХАНИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ВЕКТОРНОГО

ПРОИЗВЕДЕНИЯ

Если сила F̄ поворачивает тело вокруг оси l, то мо-
мент M̄ силы F̄ , как известно, равен M̄ = r̄ × F̄ (рис. 2.6).

Пример 2.5. Найти площадь треуголь-

�
O

l

�
r̄ F̄

Рис. 2.6

ника с вершинами в точках A(−1; 1; 2),
B(2; 3; 2) и C(1; 2;−1).

Решение. AB(3; 2; 0), AC(2; 1;−3).

AB × AC =

∣∣∣∣∣∣

ī j̄ k̄
3 2 0
2 1 −3

∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+1 ī

∣∣∣∣
2 0
1 −3

∣∣∣∣+

+(−1)1+2j̄

∣∣∣∣
3 0
2 −3

∣∣∣∣+ (−1)1+3k̄

∣∣∣∣
3 2
2 1

∣∣∣∣ =

= −6ī + 9j̄ − k̄;

|AB × AC| =
√

(−6)2 + 92 + (−1)2 =
√

118 .

Площадь треугольника равна половине площади паралле-
лограмма, построенного на векторах AB и AC, следова-
тельно, S∆ABC =

√
118 /2.

Ответ: S∆ABC =
√

118 /2 кв. ед. 2

Пример 2.6. Вычислить площадь параллелограмма, по-
строенного на векторах ā и b̄, если ā = 3p̄ + 2q̄, b̄ = 2p̄ − q̄,
|p̄| = 4, |q̄| = 3, ϕ = ( ̂̄p, q̄) = 3π/4.

Решение. Искомая площадь равна S = |ā × b̄|. Отсюда

S = |(3p̄ + 2q̄) × (2p̄ − q̄)| =

= |3p̄ × 2p̄ − 3p̄ × q̄ + 2q̄ × 2p̄ − 2q̄ × q̄| =

= 〈т.к. p̄ × p̄ = q̄ × q̄ = 0, p̄ × q̄ = −q̄ × p̄〉 = 7|p̄ × q̄| =

= 7|p̄| · |q̄| sin( ̂̄p, q̄) = 7 · 4 · 3 · sin 3π

4
= 84 ·

√
2

2
= 42

√
2 .

Ответ: S = 42
√

2 кв. ед. 2
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§ 2.5. СМЕШАННОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ

ТРЕХ ВЕКТОРОВ

2.5.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СМЕШАННОГО

ПРОИЗВЕДЕНИЯ

Определение 2.22. Смешанным произведением ненуле-
вых векторов ā, b̄, c̄ называется скалярное произведение
вектора ā и векторного произведения вектора b̄ на вектор c̄,
т.е. выражение ā · (b̄ × c̄).

2.5.2. НЕОБХОДИМОЕ И ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ

КОМПЛАНАРНОСТИ ТРЕХ ВЕКТОРОВ

Теорема 2.3. Для того чтобы ненулевые векторы ā, b̄ и
c̄ были компланарны, необходимо и достаточно, чтобы их
смешанное произведение равнялось нулю.

Доказательство. Необходимость. Пусть векторы ā, b̄ и
c̄ компланарны. Тогда их можно поместить в одной плос-
кости, и вектор b̄ × c̄ окажется перпендикулярным век-
тору ā, следовательно, их скалярное произведение равно
нулю, т.е. ā · (b̄ × c̄) = 0.

Достаточность. Пусть ā · (b̄ × c̄) = 0. Так как векторы
ненулевые, то может быть:

1) b̄× c̄ = 0̄, тогда b̄ = λc̄, следовательно, векторы ā, b̄ и c̄
можно поместить в одной плоскости, т.е. они компланар-
ны;

2) b̄× c̄ 6= 0̄, но ā · (b̄× c̄) = 0 ⇒ ā ⊥ (b̄× c̄). Это значит,
что вектор ā лежит в одной плоскости с векторами b̄ и c̄.

2.5.3. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ СМЕШАННОГО

ПРОИЗВЕДЕНИЯ

Предположим, что векторы ā, b̄ и c̄ некомпланарны.
Построим параллелепипед на этих векторах, принимая за
основание параллелограмм, построенный на векторах b̄ и
c̄ (рис. 2.7).

1. Пусть ā, b̄, c̄ — правая тройка. Тогда угол между
векторами ā и (b̄ × c̄) острый, т.е. векторы ā и (b̄ × c̄)
лежат в одном полупространстве относительно плоско-
сти, которая проходит через векторы b̄ и c̄. Очевидно, что
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|ā| · cos( ̂ā, (b̄ × c̄)) = прb̄×c̄ ā = h дает нам высоту паралле-
лепипеда, следовательно, ā · (b̄ × c̄) есть не что иное, как
объем параллелепипеда, построенного на векторах ā, b̄, c̄.

2. Если ā, b̄, c̄ — левая тройка,

�

b̄ × c̄

c̄ā

b̄

h

Рис. 2.7

то векторы ā и (b̄ × c̄) будут лежать
в разных полупространствах, а то-

гда |ā| · cos( ̂ā, (b̄ × c̄)) = −h, следова-
тельно, ā · (b̄ × c̄) будет равно объему
параллелепипеда, взятому со знаком
минус.

Итак, объем параллелепипеда
равен

V = ±ā · (b̄ × c̄) или V = |ā · (b̄ × c̄)|. (2.12)

Вывод: абсолютная величина смешанного произведе-
ния трех ненулевых векторов дает нам объем параллеле-
пипеда, построенного на этих векторах.

2.5.4. СВОЙСТВА СМЕШАННОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ

1. ā · (b̄ × c̄) = b̄ · (c̄ × ā) = c̄ · (ā × b̄), т.е. смешанное
произведение не меняется при циклической перестановке
перемножаемых векторов.

Действительно, каждое произведение имеет один и тот
же модуль в силу геометрического смысла смешанного
произведения. Знаки их также совпадают, так как ориен-
тация тройки не меняется при циклической перестановке
векторов.

2. ā · (b̄ × c̄) = −ā · (c̄ × b̄).
Действительно, при перестановке двух соседних век-

торов модуль смешанного произведения не меняется, а
знак меняется на противоположный, так как тройка ме-
няет свою ориентацию.

3. ā · (b̄ × c̄) = c̄ · (ā × b̄) = (ā × b̄) · c̄.
Действительно, в силу первого свойства ā · (b̄ × c̄) =

= c̄ · (ā× b̄). С другой стороны, c̄ · (ā× b̄) = (ā× b̄) · c̄, откуда и
следует окончательно ā · (b̄× c̄) = (ā× b̄) · c̄. Поэтому иногда
смешанное произведение обозначают (ā, b̄, c̄).
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4. Если ā = (ax, ay, az), b̄ = (bx, by, bz), c̄ = (cx, cy, cz), то

(ā, b̄, c̄) =

∣∣∣∣∣∣

ax ay az

bx by bz

cx cy cz

∣∣∣∣∣∣
. (2.13)

Действительно,

ā · (b̄ × c̄) = (ax, ay, az) ·
(∣∣∣∣

by bz

cy cz

∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣
bx bz

cx cz

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
bx by

cx cy

∣∣∣∣
)

=

= ax

∣∣∣∣
by bz

cy cz

∣∣∣∣− ay

∣∣∣∣
bx bz

cx cz

∣∣∣∣+ az

∣∣∣∣
bx by

cx cy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

ax ay az

bx by bz

cx cy cz

∣∣∣∣∣∣
.

Пример 2.7. В пространстве даны точки A(1; 1; 1),
B(4; 4; 4), C(3; 5; 5) и D(2; 4; 7). Найти объем треугольной
пирамиды (тетраэдра) ABCD и длину высоты DE.

Решение. Найдем векторы AB,D

B

C

A �

E

Рис. 2.8

AC, AD, совпадающие с ребрами пи-
рамиды, сходящимися в вершине A:
AB(3; 3; 3), AC(2; 4; 4), AD(1; 3; 6). Вы-
числим смешанное произведение этих
трех векторов:

(AB,AC,AD) =

∣∣∣∣∣∣

3 3 3
2 4 4
1 3 6

∣∣∣∣∣∣
= 18.

С одной стороны, Vтетр = 1
6Vпар-да (как

известно из школьного курса геометрии). С другой сторо-
ны, Vпар-да = |(AB,AC,AD)| (геометрический смысл сме-
шанного произведения векторов). Тогда

Vтетр =
1

6
|(AB,AC,AD)| =

1

6
· 18 = 3 куб. ед.

Определим теперь площадь S грани ABC. Имеем
S∆ABC = 1

2 |AB ×AC|. Найдем координаты векторного про-
изведения двух векторов:

AB × AC =

∣∣∣∣∣∣

ī j̄ k̄
3 3 3
2 4 4

∣∣∣∣∣∣
= 0̄i − 6j̄ + 6k̄,
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тогда

S∆ABC =
1

2

√
02 + (−6)2 + 62 = 3

√
2 кв. ед.

Учтем теперь, что Vтетр = 1
3S∆ABC · DE, где DE — высота

тетраэдра, опущенная из вершины D. Отсюда

DE =
3Vтетр

S∆ABC
=

3 · 3
3
√

2
=

3
√

2

2
ед.

Ответ: Vтетр = 3 куб. ед; h = DE = 3
√

2 /2 ед. 2

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

1. В треугольнике ABC векторы AK, BL и CM направ-
лены по медианам. Выразить их через векторы ā = AB
и b̄ = AC.

О т в е т : AK = (ā + b̄)/2; BL = (b̄ − ā)/2; CM = (ā − b̄)/2.

2. Даны три вектора ā(3;−2), b̄(−2; 1), c̄(7;−4). Определить
коэффициенты разложения каждого из этих трех век-
торов, принимая в качестве базиса два других.

О т в е т : ā = 2b̄ + c̄; b̄ = (ā − c̄)/2; c̄ = ā − 2b̄.

3. Векторы AB(1; 3) и AC(2; 1) совпадают со сторонами
треугольника. Определить координаты векторов AM1,
BM2, CM3, совпадающих с его медианами.

О т в е т : AM1(3/2; 2); BM2(0;−5/2); CM3(−3/2; 1/2).

4. Даны три вершины параллелограмма A(2; 5; 4), B(0; 1; 0)
и C(4; 1; 3). Найти координаты четвертой вершины D.

О т в е т : D(6; 5; 7).

5. В параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 даны координа-
ты четырех вершин A(2;−1; 1), B(1; 3; 4), A1(4; 2; 0),
D(6; 0; 1). Найти координаты остальных вершин.

О т в е т : B1(3; 6; 2), C1(7; 7; 3), D1(8; 3; 0), C(5; 4; 4).

6. Даны координаты вершин треугольника A(2; 1;
√

2 ),
B(1; 0; 0) и C(1 +

√
3 ;

√
3 ;−

√
6 ). Найти углы треуголь-

ника.

О т в е т : 30◦, 60◦, 90◦.
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7. Пользуясь векторным произведением, вычислить пло-
щадь треугольника ABC, если A(2; 1; 0), B(−3;−6; 4),
C(−2; 4; 1).

О т в е т :
√

2331/2.

8. Вычислить синус угла A треугольника ABC, если
A(3; 4; 1), B(2; 1; 6), C(4; 0; 2).

О т в е т : sin ∠A =
√

187/315 .

9. Вычислить объем тетраэдра, вершины которого на-
ходятся в точках A(2;−1;−1), B(5;−1; 2), C(3; 0;−3),
D(6; 0;−1).

О т в е т : V = 0,5 куб. ед.

10. Найти длину высоты AH тетраэдра ABCD, вершины
которого находятся в точках A(2;−4; 5), B(−1;−3; 4),
C(5; 5;−1), D(1;−2; 2).

О т в е т : AH = 3 ед.
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ГЛАВА 3

ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА И ОПЕРАТОРЫ

Линейное (или векторное) пространство является
основным предметом изучения линейной алгебры. Первые
работы относятся к XVIII в. (Декарт, Ферма), а современ-
ное их определение принадлежит Пеано (1888 г.). Широко
используются в различных разделах математики.

§ 3.1. ЛИНЕЙНОЕ ПРОСТРАНСТВО. БАЗИС.
РАЗМЕРНОСТЬ

3.1.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЛИНЕЙНОГО ПРОСТРАНСТВА

Определение 3.1. Множество L элементов x̄, ȳ, ... , z̄ на-
зывается линейным пространством, если:

1) для любых двух элементов x̄ ∈ L и ȳ ∈ L определе-
на операция сложения этих элементов, т.е. дано правило
нахождения элемента линейного пространства L, называ-
емого их суммой и обозначаемого x̄ + ȳ;

2) для любого элемента x̄ ∈ L и любого числа α —
вещественного или комплексного — определена операция
умножения элемента x̄ на число α, т.е. дано правило нахо-
ждения элемента линейного пространства L, называемого
произведением элемента x̄ на число α и обозначаемого α · x̄;

3) определено равенство элементов из L, обозначаемое
знаком =;

4) операции сложения и умножения на число удовле-
творяют условиям:

а) x̄ + ȳ = ȳ + x̄ (коммутативность сложения);
б) (x̄ + ȳ) + z̄ = x̄ + (ȳ + z̄) (ассоциативность сложения);
в) α(β · x̄) = (αβ) · x̄ (ассоциативность умножения на

число);
г) (α+β) · x̄ = α · x̄+β · ȳ (дистрибутивность умножения

по отношению к сложению чисел);
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д) α(x̄ + ȳ) = α · x̄ + α · ȳ (дистрибутивность умножения
на число по отношению к сложению элементов из L);

е) существует элемент 0̄, называемый нулевым и такой,
что для любого элемента x̄ ∈ L x̄ + 0̄ = x̄;

ж) для любого элемента x̄ ∈ L имеет место равенство
x̄ · 1 = 1 · x̄ = x̄;

з) для любого элемента x̄ существует элемент −x̄, на-
зываемый противоположным элементу x̄ и такой, что
x̄ + (−x̄) = 0̄.

Заметим, что если произведение αx̄ определено только
для вещественных чисел, то пространство L называется
вещественным линейным пространством, если же α —
комплексное число, то линейное пространство L называ-
ется комплексным линейным пространством.

Свойства линейного пространства:
1) в каждом линейном пространстве существует един-

ственный элемент 0̄;
2) в каждом линейном пространстве любому элементу

соответствует единственный противоположный элемент;
3) для всякого элемента x̄ ∈ L справедливо равенство

0 · x̄ = 0̄. Произведение любого числа α на нулевой эле-
мент линейного пространства равно нулевому элементу,
т.е. α · 0̄ = 0̄;

4) для каждого элемента x̄ ∈ L противоположный эле-
мент равен произведению этого элемента на число −1, т.е.
−x̄ = (−1) · x̄.

3.1.2. БАЗИС ЛИНЕЙНОГО ПРОСТРАНСТВА

И КООРДИНАТЫ ВЕКТОРА. РАЗМЕРНОСТЬ

ЛИНЕЙНОГО ПРОСТРАНСТВА

Пусть векторы (элементы) ā1, ā2, ... , ān принадлежат
линейному пространству L и пусть c1, c2, ... , cn какие-то
произвольные числа.

Выражение c1ā1 + c2ā2 + ... + cnān называется линейной
комбинацией векторов (элементов) ā1, ā2, ... , ān, а чис-
ла c1, c2, ... , cn — коэффициентами этой линейной ком-
бинации.
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Определение 3.2. Векторы (элементы) ā1, ā2, ... , ān на-
зываются линейно зависимыми, если

c1ā1 + c2ā2 + ... + cnān = 0̄, (3.1)

при условии, что не все коэффициенты этой линейной
комбинации равны нулю; если же соотношение (3.5) вы-
полняется лишь при условии, что c1 = c2 = ... = cn = 0, то
векторы называются линейно независимыми.

Нетрудно показать, что если векторы ā1, ā2, ... , ān ли-
нейно зависимы, то хотя бы один из них можно предста-
вить в виде линейной комбинации остальных и наоборот;
кроме того, если векторы ā1, ā2, ... , ān линейно независи-
мы, то ни один из них нельзя представить в виде линейной
комбинации остальных и наоборот.

Определение 3.3. Любая совокупность n линейно неза-
висимых векторов ē1, ē2, ... , ēn линейного пространства L
называется базисом этого пространства, если всякий век-
тор x̄ ∈ L можно представить в виде линейной комбинации
векторов ē1, ē2, ... , ēn, т.е. x̄ = x1ē1 + x2ē2 + ... + xnēn.

Такое представление вектора x̄ называется разложени-
ем по данному базису. Числа x1, x2, ... , xn, которые явля-
ются коэффициентами в разложении вектора по данному
базису, называются координатами вектора в этом базисе
и записываются так: x̄ = (x1, x2, ... , xn), или [x1, x2, ... , xn],
или в виде матрицы-столбца




x1

x2

...
xn


 .

Справедлива следующая теорема.

Теорема 3.1. Координаты вектора x̄ ∈ L относительно
некоторого базиса ē1, ē2, ... , ēn этого линейного простран-
ства определяются единственным образом.

Определение 3.4. Говорят, что линейное пространство
имеет размерность, равную n, если n — число базисных
векторов; пространство при этом обозначают Ln.
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Введенное ранее линейное пространство с базисом ī, j̄,
k̄ — пространство обычных векторов — обозначают R3 и
называют геометрическим пространством, или коорди-
натным пространством. Понятие геометрического (ко-
ординатного) пространства можно обобщить в смысле уве-
личения его размерности, т.е. можно рассматривать гео-
метрическое (координатное) пространство Rn.

В заключение заметим, что если базис состоит из ко-
нечного числа элементов, то такое линейное пространство
называется конечномерным, если же существует беско-
нечно много линейно независимых векторов, то такое ли-
нейное пространство называется бесконечномерным. При-
мером бесконечномерного пространства может служить
пространство всевозможных функций, непрерывных на
данном промежутке, линейные операции в котором опре-
деляются обычным образом.

§ 3.2. ЕВКЛИДОВО ПРОСТРАНСТВО E
n

3.2.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЕВКЛИДОВА ПРОСТРАНСТВА

Определение 3.5. Вещественное линейное простран-
ство называется евклидовым, если в нем определена опе-
рация, ставящая в соответствие любым двум векторам x̄
и ȳ из этого пространства число, называемое скалярным
произведением векторов x̄ и ȳ и обозначаемое (x̄, ȳ), для
которого выполнены условия:

1) (x̄, ȳ) = (ȳ, x̄);
2) (x̄ + ȳ, z̄) = (x̄, z̄) + (ȳ, z̄), где z̄ — любой вектор, при-

надлежащий данному линейному пространству;
3) (αx̄, ȳ) = α(x̄, ȳ), где α — любое число;
4) (x̄, x̄) > 0, причем (x̄, x̄) = 0 ⇒ x̄ = 0.

Например, в линейном пространстве одностолбцовых
матриц скалярное произведение векторов

x̄ =




x1

x2

...
xn


 и ȳ =




y1

y2

...
yn



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можно определить формулой

(x̄, ȳ) =




x1

x2

...
xn




T

·




y1

y2

...
yn


 = (x1 x2 ... xn) ·




y1

y2

...
yn


 .

Евклидово пространство размерности n обозначают En.
Заметим, что существуют как конечномерные, так и бес-
конечномерные евклидовы пространства.

Определение 3.6. Длиной (модулем) вектора x̄ в евкли-
довом пространстве En называют

√
(x̄, x̄) и обозначают ее

так: |x̄| =
√

(x̄, x̄) .

Очевидно, что у всякого вектора евклидова простран-
ства существует длина, причем у нулевого вектора она
равна нулю.

Умножая ненулевой вектор x̄ на число α = 1/|x̄|, мы
получим вектор x̄0 = x̄/|x̄|, длина которого равна единице.
Эта операция называется нормированием вектора x̄.

Например, в пространстве одностолбцовых матриц
длину вектора x̄ = (x1 x2 ... xn)T можно определить фор-
мулой

|x̄| =
√

x2
1 + x2

2 + ... + x2
n .

3.2.2. НЕРАВЕНСТВО КОШИ—БУНЯКОВСКОГО

Пусть x̄ ∈ En и ȳ ∈ En — любые два вектора. Для них
имеет место неравенство Коши—Буняковского:

|(x̄, ȳ)| 6 |x̄| · |ȳ|.

3.2.3. НЕРАВЕНСТВО ТРЕУГОЛЬНИКА

Пусть x̄ и ȳ — произвольные векторы евклидова про-
странства En, т.е. x̄ ∈ En и ȳ ∈ En. Для них имеет место
неравенство треугольника:

|x̄ + ȳ| 6 |x̄| + |ȳ|.

3.2.4. НОРМА ЕВКЛИДОВА ПРОСТРАНСТВА

Определение 3.7. Линейное пространство L называет-
ся метрическим, если любым двум элементам этого про-
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странства x̄ и ȳ поставлено в соответствие неотрицатель-
ное число ρ(x̄, ȳ), называемое расстоянием между x̄ и ȳ
(ρ(x̄, ȳ) > 0), причем выполняются условия (аксиомы):

1) ρ(x̄, ȳ) = 0 ⇔ x̄ = ȳ;
2) ρ(x̄, ȳ) = ρ(ȳ, x̄) (симметрия);
3) для любых трех векторов x̄, ȳ и z̄ этого пространства

ρ(x̄, ȳ) = ρ(x̄, z̄) + ρ(z̄, ȳ).

Замечание. Элементы метрического пространства обыч-
но называют точками.

Очевидно, что евклидово пространство En — метри-
ческое, причем в качестве расстояния между векторами
x̄ ∈ En и ȳ ∈ En можно взять |x̄ − ȳ|. Так, например, в
пространстве одностолбцовых матриц, где

x̄ =




x1

x2

...
xn


 , ȳ =




y1

y2

...
yn




получим

x̄ − ȳ = (x1 − y1 x2 − y2 ... xn − yn)T ,

следовательно,

ρ(x̄, ȳ) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + ... + (xn − yn)2 . (3.2)

Определение 3.8. Линейное пространство L называет-
ся нормированным, если каждому вектору x̄ из этого
пространства поставлено в соответствие неотрицательное
число, называемое его нормой ‖x̄‖. При этом выполняются
аксиомы:

1) ‖x̄‖ > 0 ∀ x̄ ∈ L; ‖x̄‖ = 0 ⇔ x̄ = 0̄;
2) ‖λx̄‖ = |λ| · ‖x̄‖ для ∀ x̄ ∈ L и любого числа λ;
3) ‖x̄ + ȳ‖ 6 ‖x̄‖ + ‖ȳ‖ для ∀ x̄ ∈ L и ∀ ȳ ∈ L (неравенство

треугольника).

Нетрудно видеть, что нормированное пространство яв-
ляется метрическим пространством. В самом деле, в каче-
стве расстояния между x̄ и ȳ можно взять ‖x̄−ȳ‖. В евкли-
довом пространстве En в качестве нормы любого вектора
x̄ ∈ En принимается его длина, т.е. ‖x̄‖ = |x̄|. Нетрудно
убедиться, что все аксиомы нормы выполняются для вы-
бранной таким образом нормы евклидова пространства En.
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Итак, евклидово пространство En является метриче-
ским пространством и, более того, евклидово простран-
ство En является нормированным пространством.

3.2.5. УГОЛ МЕЖДУ ВЕКТОРАМИ

Заметим, что из неравенства Коши—Буняковского сле-
дует, что

|(x̄, ȳ)|
|x̄| · |ȳ| 6 1 (x̄ 6= 0̄, ȳ 6= 0̄).

Определение 3.9. Углом между ненулевыми векторами
ā и b̄ евклидова пространства En называют число ϕ ∈ [0;π],
для которого

cos ϕ =
(ā, b̄)

|ā| · |b̄| . (3.3)

Определение 3.10. Векторы x̄ и ȳ евклидова простран-
ства E называются ортогональными, если для них вы-
полняется равенство (x̄, ȳ) = 0.

Если x̄ и ȳ — ненулевые, то из последнего определения
следует, что угол между ними равен π/2. Заметим, что
нулевой вектор по определению считается ортогональным
любому вектору.

Пример 3.1. В геометрическом (координатном) про-
странстве R3, которое является частным случаем евкли-
дова пространства, орты ī, j̄ и k̄ взаимно ортогональны.

3.2.6. ОРТОНОРМИРОВАННЫЙ БАЗИС

Определение 3.11. Базис ē1, ē2, ... , ēn евклидова про-
странства En называется ортогональным, если векторы
этого базиса попарно ортогональны, т.е. если (ēi, ēj) = 0
(i 6= j; i = 1, 2, ... , n; j = 1, 2, ... , n).

Определение 3.12. Если все векторы ортогонального
базиса ē1, ē2, ... , ēn единичны, т.е. |ēi| = 1 (i = 1, 2, ... , n), то
базис называется ортонормированным, т.е. для ортонор-
мированного базиса

(ēi, ēj) =

{
0, i 6= i,
1, i = j

(i = 1, 2, ... , n; j = 1, 2, ... , n).
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Теорема 3.2 (о построении ортонормированного бази-
са). Во всяком евклидовом пространстве En существуют
ортонормированные базисы.

Итак, если ē1, ē2, ... , ēn — ортонормированный базис
в En, то для любого вектора x̄ ∈ En имеет место един-
ственное разложение

x̄ = x1ē1 + x2ē2 + ... + xnēn, (3.4)

где x1, x2, ... , xn — координаты вектора x̄ в этом ортонор-
мированном базисе.

В дальнейшем мы будем рассматривать только орто-
нормированные базисы.

§ 3.3. ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ И ДЕЙСТВИЯ

НАД НИМИ. МАТРИЦА ЛИНЕЙНОГО

ОПЕРАТОРА

3.3.1. ЛИНЕЙНЫЙ ОПЕРАТОР. МАТРИЦА

ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА

Определение 3.13. Если задан закон, который каждому
вектору x̄ ∈ L ставит в соответствие вектор ȳ ∈ L, то го-
ворят, что в линейном пространстве L задан оператор A,
при этом пишут

ȳ = Ax̄. (3.5)

Определение 3.14. Оператор A называется линейным,
если для любых x̄1 ∈ L и x̄2 ∈ L и произвольного числа α
выполняются условия:

1) A(x̄1 + x̄2) = Ax̄1 + Ax̄2;
2) A(αx̄) = αAx̄.

Рассмотрим теперь в евклидовом пространстве En ба-
зис ē1, ē2, ... , ēn, и пусть в этом пространстве определен
линейный оператор A: ȳ = Ax̄. Разложим векторы x̄ и ȳ по
базису ē1, ē2, ... , ēn:

x̄ = x1ē1 + x2ē2 + ... + xnēn, (3.6)

ȳ = y1ē1 + y2ē2 + ... + ynēn. (3.7)

В силу линейности оператора A можно написать

Ax̄ = x1Aē1 + x2Aē2 + ... + xnAēn.
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Заметим, что каждый вектор Aēi ∈ En (i = 1, 2, ... , n), сле-
довательно, его также можно разложить по базису ē1, ē2,
... , ēn, т.е.

Aēi = a1iē1 + a2iē2 + ... + aniēn (i = 1, 2, ... , n).

Тогда

ȳ = Ax̄ = x1(a11ē1 + a21ē2 + ... + an1ēn)+
+x2(a12ē1 + a22ē2 + ... + an2ēn)+
+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . +
+xn(a1nē1 + a2nē2 + ... + annēn) =
= (a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn)ē1 +
+(a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn)ē2 +
+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . +
+(an1x1 + an2x2 + ... + annxn)ēn.

(3.8)

В силу единственности разложения по данному базису мы
можем приравнять коэффициенты при базисных векторах
в правых частях формул (3.7) и (3.8); тогда получим:

y1 = a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn,
y2 = a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn = an1x1 + an2x2 + ... + annxn.

(3.9)

Итак, линейному оператору A в данном базисе соответ-
ствует квадратная матрица

A =




a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann


 ,

которая называется матрицей линейного оператора A,
i-й столбец которой состоит из координат вектора Aēi (i =
= 1, 2, ... , n) относительно данного базиса. Отметим, что
матрица A оператора A зависит от выбора базиса ē1, ē2,
... , ēn пространства Ln.

Введем теперь в рассмотрение одностолбцовые мат-
рицы

X = (x1 x2 ... xn)T и Y = (y1 y2 ... yn)T ,
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соответствующие векторам x̄ ∈ En и ȳ ∈ En. Тогда соотно-
шения (3.9) в матричном виде можно записать так:

Y = A ·X.

Итак, мы показали, что всякому линейному операто-
ру A в евклидовом пространстве En соответствует матри-
ца A. Можно доказать и обратное утверждение: всякую
квадратную матрицу A можно рассматривать как матри-
цу некоторого линейного оператора A в данном базисе ē1,
ē2, ... , ēn.

Представляют интерес невырожденные линейные опе-
раторы, т.е. такие операторы, матрицы которых имеют
обратную A

−1, т.е. также являются невырожденными. В
этом случае каждому вектору ȳ (образу), определенному
соотношением (3.5), отвечает единственный вектор x̄ (про-
образ) и при этом имеет место матричное равенство X =
= A

−1 ·Y.

3.3.2. ДЕЙСТВИЯ НАД ОПЕРАТОРАМИ

1. Сложение линейных операторов. Пусть x̄ ∈ En, A и
B — два линейных оператора в этом пространстве.

Определение 3.15. Суммой линейных операторов A и
B в En называется оператор C, определяемый равенством
Cx = Ax + Bx, где x̄ — любой вектор из En.

Очевидно, что сумма линейных операторов является
линейным оператором, причем его матрица C = A + B,
где A и B — матрицы линейных операторов A и B.

2. Умножение линейного оператора на число. Пусть
x̄ ∈ En, линейный оператор A определен в En, α — некото-
рое число.

Определение 3.16. Произведением линейного операто-
ра A на число α называется оператор αA, определяемый
равенством (αA)x̄ = α(Ax̄), ∀ x̄ ∈ En.

Очевидно, что αA является линейным оператором, а
матрица этого линейного оператора получается из матри-
цы A умножением ее на число α, т.е. она равна α ·A.

3. Умножение линейных операторов. Пусть x̄ ∈ En,
ȳ ∈ En, z̄ ∈ En и, кроме того, в En определены линейные
операторы A и B таким образом, что ȳ = Bx̄, z̄ = Aȳ.
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Определение 3.17. Произведением A · B линейных опе-
раторов A и B называется оператор C, определяемый со-
отношением Cx̄ = A(Bx̄).

Таким образом, перемножение линейных операторов
состоит в последовательном их применении по отношению
к вектору x̄.

Рассмотрим матрицы-столбцы

X =




x1

x2

...
xn


 , Y =




y1

y2

...
yn


 , Z =




z1

z2

...
zn




и обозначим через A, B и C соответственно матрицы ли-
нейных операторов A, B и C. Тогда очевидно, что Z =
= A · (B ·X) = (A ·B) ·X = C ·X. Таким образом, C = A ·B,
т.е. произведение матриц линейных операторов также яв-
ляется матрицей линейного оператора. Действительно:

а) (A · B)(x̄ + ȳ) = A(B(x̄ + ȳ)) = A(Bx̄ + Bȳ) =
= A(Bx̄) + A(Bȳ) = (A · B)x̄ + (A · B)ȳ;

б) (A · B)(αx̄) = A(B(αx̄)) = A(αBx̄) = αA(Bx̄) =
= α(A · B)x̄.

Отсюда следует, что свойства умножения линейных
операторов вытекают из свойств умножения матриц.

§ 3.4. ЗАМЕНА БАЗИСА

3.4.1. МАТРИЦА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ КООРДИНАТ

Возьмем в пространстве En два различных базиса ē1,
ē2, ... , ēn и Ē1, Ē2, ... , Ēn. Рассуждение проведем для слу-
чая n = 3.

Очевидно, что один и тот же вектор x̄ относительно
различных базисов имеет различные координаты. Дей-
ствительно, ограничиваясь случаем n = 3, можем на-
писать:

x̄ = x1ē1 + x2ē2 + x3ē3, (3.10)

x̄ = x′
1Ē1 + x′

2Ē2 + x′
3Ē3. (3.11)
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Любой вектор второго базиса можем разложить по перво-
му базису, т.е.

Ē1 = τ11ē1 + τ21ē2 + τ31ē3,
Ē2 = τ12ē1 + τ22ē2 + τ32ē3,
Ē3 = τ13ē1 + τ23ē2 + τ33ē3.

(3.12)

Подставим (3.12) в (3.11):

x̄ = x′
1(τ11ē1 + τ21ē2 + τ31ē3) + x′

2(τ12ē1 + τ22ē2 + τ32ē3)+

+x′
3(τ13ē1 + τ23ē2 + τ33ē3) = (τ11x

′
1 + τ12x

′
2 + τ13x

′
3)ē1 +

+(τ21x
′
1 + τ22x

′
2 + τ23x

′
3)ē2 + (τ31x

′
1 + τ32x

′
2 + τ33x

′
3)ē3. (3.13)

В силу единственности разложения по данному базису мы
должны приравнять коэффициенты при векторах ē1, ē2, ē3
в правых частях формул (3.10) и (3.13). Тогда получим

x1 = τ11x
′
1 + τ12x

′
2 + τ13x

′
3,

x2 = τ21x
′
1 + τ22x

′
2 + τ23x

′
3,

x3 = τ31x
′
1 + τ32x

′
2 + τ33x

′
3.

(3.14)

Введем в рассмотрение матрицы

X =




x1

x2

...
xn


 , X

′ =




x′
1

x′
2

...
x′

n


 , T =




τ11 τ12 ... τ1n

τ21 τ22 ... τ2n

... ... ... ...
τn1 τn2 ... τnn


 .

Тогда соотношения (3.14) можно записать в матрич-
ном виде:

X = T ·X′.

Матрица T называется матрицей преобразования ко-
ординат при переходе от старого базиса к новому, т.е. от
базиса ē1, ē2, ... , ēn к базису Ē1, Ē2, ... , Ēn. Причем столб-
цами матрицы преобразования координат являются коор-
динаты вектора нового базиса Ē1, Ē2, ... , Ēn относительно
старого базиса ē1, ē2, ... , ēn.

3.4.2. ИЗМЕНЕНИЕ МАТРИЦЫ ЛИНЕЙНОГО

ОПЕРАТОРА ПРИ ПЕРЕХОДЕ К НОВОМУ

БАЗИСУ

Пусть в пространстве En определен линейный опера-
тор A, т.е. ȳ = Ax̄ или

Y = A ·X, (3.15)
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где Y = (y1 y2 ... yn)T , X = (x1 x2 ... xn)T — матрицы-столб-
цы, составленные из координат векторов x̄ и ȳ относитель-
но данного базиса ē1, ē2, ... , ēn; A — матрица линейного
оператора A.

Выберем в том же пространстве En другой базис Ē1,
Ē2, ... , Ēn. Относительно нового базиса матрица линейно-
го оператора A будет иной. Обозначим через T матрицу
преобразования координат, а через X

′ и Y
′ — одностолб-

цовые матрицы, составленные из координат векторов x̄ и
ȳ относительно нового базиса, т.е.

X = T ·X′, (3.16)

Y = T ·Y′. (3.17)

Подставим (3.16) и (3.17) в (3.15), тогда получим

T ·Y′ = A ·T · X′. (3.18)

Умножая левую и правую части равенства (3.18) слева на
T

−1, получим
Y

′ = T
−1 · A ·T · X′. (3.19)

Если к тому же T — ортогональная матрица, т.е. осу-
ществляет переход от одного ортонормированного базиса
к другому, то

Y
′ = T

T ·A · T ·X′. (3.20)

Итак, если в En перейти к новому базису, то матрица
линейного оператора также изменится и в самом общем
случае будет равна T

−1 · A ·T.

§ 3.5. СОБСТВЕННЫЕ ВЕКТОРЫ

И СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ЛИНЕЙНОГО

ОПЕРАТОРА

Пусть A — линейный оператор. Пусть x̄ ∈ En
1 , где En

1 —
некоторое подпространство пространства En. Вектор ȳ =
= Ax̄ может принадлежать подпространству En

1 , а может
и не принадлежать.

Определение 3.18. Ненулевой вектор x̄ называется соб-
ственным вектором линейного оператора A, если най-
дется такое число λ, что будет выполняться равенство
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Ax̄ = λx̄. При этом число λ называют собственным зна-
чением (собственным числом) оператора A, соответству-
ющим вектору x̄.

Остановимся на отыскании собственных значений и
собственных векторов линейного оператора A. Рассмотре-
ние проведем для случая n = 3.

Итак, пусть в некотором базисе оператор A имеет мат-
рицу

A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33




и пусть одностолбцовая матрица X = (x1 x2 x3)
T соответ-

ствует вектору x̄. Тогда в силу определения

A ·X = λX ⇒ A · X− λEX = 0 ⇒
(A− λE) ·X = 0. (3.21)

Итак, дело свелось к решению системы линейных од-
нородных уравнений, записанной в матричном виде. Оче-
видно, что эта система имеет ненулевое решение, если
det(A − λE) = 0. Уравнение det(A − λE) = 0 называется
характеристическим или вековым уравнением операто-
ра A; многочлен det(A − λE) называется соответственно
характеристическим многочленом оператора A. В коор-
динатной форме характеристическое уравнение имеет вид∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 a13

a21 a22 − λ a23

a31 a32 a33 − λ

∣∣∣∣∣∣
= 0. (3.22)

Решив его, найдем λ1, λ2, λ3 — собственные значения ли-
нейного оператора.

После того как найдены собственные значения линей-
ного оператора A, остается подставить их по очереди в
уравнение (3.21) и найти соответствующие собственные
векторы x̄(1), x̄(2), x̄(3).

Пример 3.2. Найти собственные значения и собствен-
ные числа линейного оператора, матрица которого

A =

(
1 2
2 1

)
.
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Решение. В силу определения собственного вектора мо-
жем написать A · X − λX ⇒ (A − λE) · X = 0, где X =
= (x1 x2)

T — матрица-столбец, соответствующая искомо-
му вектору x̄ линейного оператора A. В матричной форме
получим (

1 − λ 2
2 1 − λ

)
·
(

x1

x2

)
=

(
0
0

)
. (3.23)

Система однородная, следовательно, она имеет бесчислен-
ное множество решений, если определитель системы ра-
вен нулю, т.е. имеем характеристическое уравнение:∣∣∣∣

1 − λ 2
2 1 − λ

∣∣∣∣ = 0.

Решая его, найдем собственные значения λ1 = −1, λ2 = 3.
Найдем соответствующие собственные векторы.
1. λ1 = −1 подставим в (3.23), получим

(
2 2
2 2

)
·
(

x
(1)
1

x
(1)
2

)
=

(
0
0

)
⇒

⇒ x
(1)
1 + x

(1)
2 = 0 ⇒ x

(1)
1 = −x

(1)
2 = t(1),

где t(1) — некоторый параметр. Таким образом, имеем мно-
жество коллинеарных векторов, соответствующих перво-
му собственному числу λ1 = −1: X̄(1) = ( t(1) − t(1) )T .
Этот вектор нетрудно пронормировать, тогда мы получим
единичный собственный вектор, соответствующий перво-
му собственному числу λ1 = −1, т.е.

X̄(10) =

(
1/
√

2

−1/
√

2

)
.

2. λ2 = 3 подставим в (3.23), получим
(

−2 2
2 −2

)
·
(

x
(2)
1

x
(2)
2

)
=

(
0
0

)
⇒

⇒ x
(2)
1 − x

(2)
2 = 0 ⇒ x

(2)
1 = x

(2)
2 = t(2),

т.е.

X̄(2) =

(
t(2)

t(2)

)
, X̄(20) =

(
1/
√

2

1/
√

2

)
.

2
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§ 3.6. КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ

3.6.1. КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ И ПРИВЕДЕНИЕ ИХ

К КАНОНИЧЕСКОМУ ВИДУ

Пусть в вещественном пространстве En выбран произ-
вольный базис ē1, ē2, ... , ēn, в котором некоторый вектор
x̄ ∈ En имеет координаты x1, x2, ... , x̄2. Тогда этому векто-
ру можно поставить в соответствие одностолбцовую мат-
рицу X = (x1 x2 ... xn)T .

Определение 3.19. Выражение вида

Φ(x1, x2, ... , xn) =
= a11x

2
1 +2a12x1x2 + 2a13x1x3 + ... + 2a1nx1xn +

+ a22x
2
2 + 2a23x2x3 + ... + 2a2nx2xn +

+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .+
+ annxn,

(3.24)

содержащее в качестве слагаемых только квадраты коор-
динат x1, x2, ... , xn и все их попарные произведения, на-
зывается квадратичной формой координат x1, x2, ... , xn, а
числа aij (i, j = 1, 2, ... , n) — коэффициентами квадратич-
ной формы.

Положим aij = aji (i, j = 1, 2, ... , n), тогда квадратичную
форму (3.24) можно переписать в виде

Φ(x1, x2, ... , xn) =
= a11x

2
1 + a12x1x2 + a13x1x3 + ... + a1nx1xn +

+ a21x2x1 + a22x
2
2 + a23x2x3 + ... + a2nx2xn +

+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . +
+ an1xnx1 + an2xnx2 + an3xnx3 + ... + annx2

n.

Рассмотрим матрицу, составленную из коэффициентов
этой квадратичной формы:

A =




a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann


 .

Матрица A называется матрицей квадратичной фор-
мы. Очевидно, что она симметрична относительно главной
диагонали и квадратичную форму (3.24) в матричном виде
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можно записать так:

Φ(x1, x2, ... , xn) = X
T · A ·X. (3.25)

Оператор A, имеющий матрицу A, самосопряженный.
Допустим, что оператор A имеет n различных собствен-
ных значений λ1, λ2, ... , λn, которым соответствуют n вза-
имно ортогональных собственных векторов ē1, ē2, ... , ēn.
Примем эти векторы за новый базис. Обозначим че-
рез T матрицу преобразования координат. Ясно, что мат-
рица T — ортогональная.

Итак, положим
X = T ·X′, (3.26)

где X
′ = (x′

1 x′
2 ... x′

n)T — вектор-столбец, составленный из
координат вектора относительно нового базиса. Подставим
(3.26) в (3.25), тогда получим квадратичную форму отно-
сительно нового базиса:

Φ(x′
1, x

′
2, ... , x

′
n) = (TX

′)T · A · (T ·X′).

Напомним, что (A · B)T = B
T · AT . Учитывая, кроме то-

го, что T
T = T

−1, так как T — ортогональная матрица,
получим

Φ(x′
1, x

′
2, ... , x

′
n) = X

′T ·T−1 ·A · T ·X′. (3.27)

Итак, матрица квадратичной формы относительно но-
вого базиса равна T

−1 · A · T. Нетрудно заметить, что она
диагональная, причем на главной диагонали стоят соб-
ственные значения λ1, λ2, ... , λn оператора A. Заметим
(это было показано раньше), что в качестве столбцов мат-
рицы T следует взять координаты собственных векторов
оператора A в исходном базисе.

Приведение квадратичной формы к виду, при котором
матрица квадратичной формы имеет диагональный вид,
называется приведением квадратичной формы к канони-
ческому виду.

3.6.2. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ

КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМ В ПРОСТРАНСТВАХ

R
2 И R

3

Рассмотрим общее уравнение кривой второго порядка

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + a1x + a2y + a0 = 0. (3.28)
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На первые три слагаемых можно смотреть как на квадра-
тичную форму

Φ(x, y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2.

Матрица этой квадратичной формы

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
.

Найдем характеристические числа этой матрицы λ1 и
λ2 и соответствующие им единичные векторы X̄(10) и X̄(20),
которые примем за орты нового базиса Ē1 и Ē2. Переход
от базиса ī, j̄ к новому базису Ē1, Ē2 осуществляется мат-
рицей T:

X = T ·X′, (3.29)

где

T =

(
E11 E22

E21 E22

)
, (3.30)

причем в качестве столбцов этой матрицы берутся коорди-
наты векторов Ē1 и Ē2 в исходном базисе ī, j̄. После такого
преобразования квадратичная форма относительно базиса
Ē1, Ē2 имеет вид Φ(x′, y′) = λ1x

′2 + λ2y
′2.

Теперь остается преобразовать линейные члены урав-
нения (3.28). Для этого достаточно заменить в линейных
слагаемых x и y по формулам

x = E11x
′ + E12y

′, y = E21x
′ + E22y

′, (3.31)

которые следуют из формул (3.29) и (3.30).
Заметим, что преобразование (3.31) представляет со-

бой переход от старой системы координат xOy к новой
x′Oy′, повернутой относительно старой системы на некото-
рый угол α. Напомним, что формулы преобразования ко-
ординат при повороте координатных осей на угол α имеют
вид:

x = x′ cos α − y′ sinα,
y = x′ sinα + y′ cos α.

}

Правые части этих соотношений совпадают с правыми
частями соотношений (3.31), откуда и можно определить
угол α. В результате таких преобразований уравнение
(3.28) будет иметь вид

λ1x
′2 + λ2y

′2 + a′1x
′ + a′2y

′ + a0 = 0. (3.32)
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Теперь остается выполнить второй этап упрощения
кривой — сделать параллельный перенос координатных
осей. При этом возможны следующие ситуации:

1) λ1 и λ2 отличны от нуля и имеют одинаковый знак.
Выполняя параллельный перенос, мы приведем далее
уравнение (3.32) к виду

λ1x
′′2 + λ2y

′′2 + a′′0 = 0.

Очевидно, что если a′′
0 имеет такой же знак, что и соб-

ственные числа λ1 и λ2 или обращается в нуль, то либо
данному уравнению не отвечает никакая кривая, либо со-
ответствует точка (0; 0). Если a′′

0 имеет противоположный
знак, то данная кривая — эллипс;

2) λ1 и λ2 имеют противоположные знаки. Если после
параллельного переноса свободный член не обращается в
нуль, то получим гиперболу, в противном случае — пару
пересекающихся прямых;

3) λ1 или λ2 обращается в ноль. После параллельного
переноса мы можем получить параболу. Отметим, что не
может оказаться, что оба собственных числа обращаются
в нуль, так как в противном случае уравнение (3.28) было
бы линейным.

Приведенные рассуждения позволяют сделать вывод,
что общее уравнение второго порядка вида (3.28) является
уравнением либо эллипса (окружности), либо гиперболы,
либо параболы. Заметим, что здесь содержатся и вырож-
денные кривые: эллипс (окружность), сжавшийся в точку;
пара пересекающихся прямых; мнимый эллипс; пара па-
раллельных прямых и т.п.

Остановимся теперь кратко на идее приложения тео-
рии квадратичных форм к приведению общего уравнения
поверхности второго порядка к каноническому виду. Об-
щее уравнение поверхности второго порядка имеет вид:

a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz +

+2a1x + 2a2y + 2a3z + a0 = 0.

Суть метода совершенно аналогична изложенному вы-
ше. А именно, в начале рассматривается квадратичная
форма

Φ(x, y, z) = a11x
2 + a12xy + a13xz + a21yx + a22y

2 +

+ a23yz + a31zx + a32zy + a33z
2 (aij = aji, i, j = 1, 2, 3),
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которая приводится к каноническому виду. Затем, исполь-
зуя матрицу преобразования координат, следует преобра-
зовать линейные члены и на втором этапе осуществить
параллельный перенос координатных осей.

Пример 3.3. Привести к каноническому виду уравне-
ние поверхности x2 + 4xz + 6y2 + z2 = 0.

Решение. Рассмотрим квадратичную форму

Φ(x, y, z) = x2 + 4xz + 6y2 + z2.

Запишем ее так:
Φ(x, y, z) = 1 · x2 + 0 · xz + 2xz +

+0 · yx + 6y2 + 0 · yz +
+2 · zx + 0 · zy + 1 · z2.

Ясно, что матрица данной квадратичной формы равна

A =




1 0 2
0 6 0
2 0 1


 .

Найдем единичные собственные векторы матрицы A: γ̄(1),
γ̄(2), γ̄(3). Напомним, что γ̄ называется собственным векто-
ром матрицы A, если

Aγ̄ = λγ̄ ⇒ (A − λE) · γ̄ = 0.

Для данной матрицы A имеем


1 − λ 0 2
0 6 − λ 0
2 0 1 − λ


 ·




γ1

γ2

γ3


 =




0
0
0


 . (3.33)

Эта однородная система линейных алгебраических урав-
нений, записанная в матричном виде, имеет ненулевые
решения, если ее определитель равен нулю, т.е. должно
быть ∣∣∣∣∣∣

1 − λ 0 2
0 6 − λ 0
2 0 1 − λ

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Получили характеристическое уравнение, корни которого
равны соответственно λ1 = 3, λ2 = 6, λ3 = −1.

Найдем соответствующие этим значениям собственные
векторы γ̄(1), γ̄(2) и γ̄(3).
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1. λ1 = 3 подставим в систему (3.33):



−2 0 2
0 3 0
2 0 −2


 ·




γ
(1)
1

γ
(1)
2

γ
(1)
3


 =




0
0
0


 ⇒

⇒ −2γ
(1)
1 + 2γ

(1)
3 = 0

3γ
(1)
2 = 0

}
⇒ γ

(1)
1 = γ

(1)
3 = t, γ

(1)
2 = 0,

где t — параметр. Имеем γ̄(1) = (t 0 t)T . Нормируя этот
вектор, получим

γ̄(10) =




1/
√

2
0

1/
√

2


 .

2. Аналогично для λ2 = 6:



−5 0 2
0 0 0
2 0 −5


 ·




γ
(2)
1

γ
(2)
2

γ
(2)
3


 =




0
0
0


 ⇒

⇒ −5γ
(2)
1 + 2γ

(2)
3 = 0

2γ
(2)
1 − 5γ

(2)
3 = 0

}
⇒ γ

(2)
1 = γ

(2)
3 = 0, γ

(2)
2 = t;

γ̄(2) = (0 t 0)T , γ̄(20) =




0
1
0


 .

3. Для λ3 = −1:



2 0 2
0 7 0
2 0 2


 ·




γ
(3)
1

γ
(3)
2

γ
(3)
3


 =




0
0
0


 ⇒

⇒ 2γ
(3)
1 + 2γ

(3)
3 = 0

7γ
(3)
2 = 0

}
⇒ γ

(3)
1 = −γ

(3)
3 = −t, γ

(3)
2 = 0;

γ̄(3) = (−t 0 t)T , γ̄(30) =




−1/
√

2
0

1/
√

2


 .
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Возьмем теперь координаты единичных собственных
векторов в качестве матрицы преобразования координат:

T =




1√
2

0 − 1√
2

0 1 0

1√
2

0
1√
2




.

Преобразование X = T ·X′ дает

x =
1√
2

x′ − 1√
2

y′

y = y′

z =
1√
2

x′ +
1√
2

z′





.

Ясно, что при таком преобразовании совершается поворот
координатных осей вокруг оси Oy на угол α = π/4. От-
носительно новых координат Ox′y′z′ квадратичная форма
имеет вид Φ(x′, y′, z′) = 3x′2+6y′2−z′2. Следовательно, наша
поверхность относительно новой системы координат имеет
уравнение

3x′2 + 6y′2 − z′2 = 0.

Это конус, вытянутый вдоль оси Oz ′ (рис. 3.1). 2

Рис. 3.1
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ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

1. Дан вектор x̄ = 8ē1 + 6ē2 + 4ē3 − 18ē4. Разложить этот
вектор по новому базису, связанному со старым бази-
сом уравнениями

ē′1 = −3ē1 + ē2 + ē3 + ē4, ē′2 = 2ē1 − 4ē2 + ē3 + ē4,

ē′3 = ē1 + 3ē2 − 5ē3 + ē4, ē′4 = ē1 + ē2 + 4ē3 − 6ē4.

О т в е т : x̄ = ē1 + 2ē2 + 3ē3 + 4ē4.

2. Даны два линейных преобразования:

x′ = x + 2y + 3z,
y′ = 4x + 5y + 6z,
z′ = 7x + 8y + 9z

(A) и
x′ = x + 3y + 4,5z,
y′ = 6x + 7y + 9z,
z′ = 10,5x + 12y + 13z

(B).

Найти 3A − 2B.

О т в е т : 3A− 2B = E.

3. Найти собственные значения и собственные векторы
линейного оператора, матрица которого

A =




1 1 3
1 5 1
3 1 1


 .

О т в е т : λ1 = −2, λ2 = 11; x̄(1) =
4√
41

ī − 5√
41

j̄, x̄(2) =

=
1√
2

ī +
1√
2

j̄.

4. Привести к каноническому виду уравнение линии

6x2 + 2
√

5 xy + 2y2 − 21 = 0.

О т в е т :
x′2

21
+

y′2

3
= 1.

5. Привести к каноническому виду уравнение линии

4xy + 3y2 + 16 = 0.

О т в е т :
x′2

16
− y′2

4
= 1.
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ГЛАВА 4

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ

§ 4.1. ПРЯМАЯ НА ПЛОСКОСТИ

4.1.1. ЗАДАНИЕ ПРЯМОЙ НА ПЛОСКОСТИ

Прямая на плоскости в декартовой прямоугольной си-
стеме координат может быть задана уравнением одного из
следующих нижеприведенных видов.

1. Общее уравнение прямой. Всякое уравнение первой
степени с двумя неизвестными x и y, т.е. уравнение вида

Ax + By + C = 0, (4.1)

где A, B, C — постоянные коэффициенты (причем
A2 + B2 6= 0), определяет на плоскости прямую. Это урав-
нение называется общим уравнением прямой.

Частные случаи общего уравнения прямой:
1) если A = 0, B 6= 0, то уравнение приводится к виду

y = b, где b = −C/B (это есть уравнение прямой, парал-
лельной оси Ox);

2) если B = 0, A 6= 0, то уравнение прямой приводится
к виду x = a, где a = −C/A (прямая параллельна оси Oy);

3) если C = 0, то уравнение приводится к виду
Ax + By = 0 (прямая проходит через начало координат).

2. Уравнение прямой с угловым коэффициентом. Ес-
ли в общем уравнении прямой B 6= 0, то, разрешив его
относительно y, получим уравнение вида

y = kx + b, (4.2)

где k = −A/B, b = −C/B. Его называют уравнением пря-
мой с угловым коэффициентом.

Угловой коэффициент k равен тангенсу угла наклона
прямой к положительному направлению оси Ox.

3. Уравнение прямой в отрезках. Если в общем урав-
нении прямой C 6= 0, то, разделив обе его части на (−C),
получим уравнение вида

x

a
+

y

b
= 1, (4.3)
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где a = −C/A, b = −B/A. Здесь a и b — величины на-
правленных отрезков, отсекаемых прямой на координат-
ных осях Ox и Oy соответственно.

4. Уравнение прямой, проходящей через данную точку
в данном направлении. Если прямая проходит через точ-
ку M0(x0, y0) и ее направление характеризуется угловым
коэффициентом k, то уравнение прямой имеет вид

y − y0 = k(x − x0). (4.4)

Данное уравнение с различными значениями коэффи-
циента k называют также уравнением пучка прямых с
центром в точке M0(x0, y0).

5. Уравнение прямой, проходящей через две точки. Ес-
ли прямая проходит через точки M1(x1, y1) и M2(x2, y2), то
уравнение прямой имеет вид

y − y1

y2 − y1
=

x − x1

x2 − x1
, (4.5)

где x1 6= x2, y1 6= y2. Если y2 = y1, то прямая имеет уравне-
ние y = y1, в случае x2 = x1 — уравнение x = x1.

6. Уравнение прямой, проходящей через данную точ-
ку перпендикулярно данному вектору. Если прямая про-
ходит через заданную точку M0(x0, y0) перпендикулярно
данному ненулевому вектору n̄(A,B), то уравнение пря-
мой имеет вид

A(x − x0) + B(y − y0) = 0. (4.6)

Вектор n̄(A,B), перпендикулярный прямой, называется
нормальным вектором этой прямой.

7. Полярное уравнение прямой. Положение прямой в
полярных координатах определено, если указано рассто-
яние p от полюса O до данной прямой и угол α между
полярной осью OP и осью l, проходящей через полюс O
перпендикулярно данной прямой (рис. 4.1).

P
O

l

p
� M(ρ, ϕ)ρ

α
ϕ

x, ρ

y

O

�
ρ

M(ρ, ϕ)
ϕ

Рис. 4.1 Рис. 4.2
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Для любой точки M(ρ,ϕ) на данной прямой имеем

ρ cos(ϕ − α) = p. (4.7)

Прямоугольные координаты (x, y) точки M и ее поляр-
ные координаты (ρ,ϕ) связаны соотношениями

x = ρ cos ϕ, y = ρ sinϕ;

ρ =
√

x2 + y2 , tg ϕ =
y

x
.

где ρ — полярный радиус; ϕ — полярный угол точки M
(рис. 4.2).

9. Нормальное уравнение прямой.

x

y

O

p
α

Рис. 4.3

Если прямая определяется заданием p
и α (рис. 4.3), то уравнение (4.7) пря-
мой в прямоугольной системе коорди-
нат имеет вид

x cos α + y sinα − p = 0. (4.8)

Это уравнение можно получить из об-
щего уравнения прямой (4.1), умножив
обе части данного уравнения на норми-
рующий множитель

λ = ± 1√
A2 + B2

,

учитывая, что знак нормирующего множителя противо-
положен знаку свободного члена C общего уравнения
прямой.

Пример 4.1. Привести уравнение −3x + 4y + 15 = 0 к
нормальному виду.

Решение. Найдем нормирующий множитель:

λ = − 1√
(−3)2 + 42

= −1

5
.

Умножая данное уравнение на λ, получим искомое нор-
мальное уравнение прямой:

3

5
x − 4

5
y − 3 = 0. 2

4.1.2. УГОЛ МЕЖДУ ПРЯМЫМИ

Если прямые L1 и L2 заданы уравнениями с угловыми
коэффициентами y = k1x+b1 и y = k2x+b2 соответственно,
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то тангенс угла между этими прямыми можно вычислить
по формуле

tg ϕ =

∣∣∣∣
k2 − k1

1 + k1k2

∣∣∣∣ . (4.9)

Если прямые заданы общими уравнениями A1x+B1y+
+ C1 = 0 и A2x + B2y + C2 = 0 соответственно, то косинус
угла между ними вычисляется по формуле

cos ϕ =
A1A2 + B1B2√

A2
1 + B2

1 ·
√

A2
2 + B2

1

. (4.10)

4.1.3. УСЛОВИЕ ПАРАЛЛЕЛЬНОСТИ ДВУХ ПРЯМЫХ

Для того чтобы прямые L1 и L2, заданные уравнения-
ми с угловыми коэффициентами y = k1x + b1 и y = k2x + b2

соответственно, были параллельны, необходимо и доста-
точно, чтобы k1 = k2.

Для того чтобы прямые L1 и L2, заданные уравнения-
ми A1x + B1y + C1 = 0 и A2x + B2y + C2 = 0 соответствен-
но, были параллельны, необходимо и достаточно, чтобы
A1/B1 = A2/B2.

4.1.4. УСЛОВИЕ ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТИ

ДВУХ ПРЯМЫХ

Для того чтобы прямые L1 и L2, заданные уравнения-
ми с угловыми коэффициентами y = k1x + b1 и y = k2x + b2
соответственно, были перпендикулярны, необходимо и до-
статочно, чтобы k1k2 = −1.

Для того чтобы прямые L1 и L2, заданные общими
уравнениями A1x + B1y + C1 = 0 и A2x + B2y + C2 = 0
соответственно, были перпендикулярны, необходимо и до-
статочно, чтобы A1A2 + B1B2 = 0.

Пример 4.2. Составить уравнение прямой, проходя-
щей через точку M(−2;−5) перпендикулярно прямой
3x + 4y + 2 = 0.

Решение. Из уравнения прямой выражаем y, получаем

y = −3

4
x − 1

2
.

Следовательно, угловой коэффициент равен k = −3/4.
Для прямой, проходящей через точку M перпендикуляр-
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но данной, угловой коэффициент будет k1 = −1/k = 4/3.
Используя формулу (4.4), получаем

y + 5 =
4

3
(x + 2) или 4x − 3y − 7 = 0. 2

4.1.5. РАССТОЯНИЕ ОТ ТОЧКИ ДО ПРЯМОЙ

Если прямая L задана уравнением Ax + By + C = 0 и
точка M0(x0, y0) не принадлежит данной прямой, то рас-
стояние d от точки до прямой находится по формуле

d =
|Ax0 + By0 + C|√

A2 + B2
. (4.11)

Пример 4.3. Найти расстояние от точки M(2;−1) до
прямой −3x + 4y + 15 = 0.

Решение. По формуле (4.11) получаем

d =
| − 3 · 2 + 4 · (−1) + 15|√

(−3)2 + 42
=

5

5
= 1.

2

Пример 4.4. Даны вершины

x

y

O

A

B

C

�

�

�

�
H

	

L


M

Рис. 4.4

треугольника A(−1; 2), B(9;−3),
C(5; 5). Найти: а) уравнения
сторон; б) уравнение высоты
CH; в) уравнение медианы BM ;
г) уравнение биссектрисы CL
(рис. 4.4).

Решение. а) Уравнения сто-
рон треугольника находим по
формуле

x − x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
.

Подставляя координаты точек A и B, получаем
x + 1

9 − (−1)
=

y − 2

−3 − 2
или

x + 1

2
=

y − 2

−1
,

т.е. уравнение стороны AB: x + 2y − 3 = 0. Находим по
аналогии уравнения других сторон: BC: 2x + y − 15 = 0 и
AC: x − 2y + 5 = 0.

б) Из уравнения стороны AB находим угловой коэффи-
циент kAB = −1/2. Прямые CH и AB перпендикулярны,
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поэтому kCH = −1/kAB = 2. Применяя уравнение y − y0 =
= k(x − x0), получаем

y − 5 = 2(x − 5) или y = 2x − 5.

в) Медиана BM треугольника соединяет вершину B
треугольника с точкой M — серединой стороны AB. Ко-
ординаты точки M ищем по формулам деления отрезка
пополам:

xM =
xA + xC

2
=

−1 + 5

2
= 2, yM =

yA + yC

2
=

2 + 5

2
=

7

2
.

Составляем уравнение прямой, проходящей через точки
B и M :

x − 9

2 − 9
=

y + 3
7
2 + 3

или 13x + 14y − 75 = 0.

г) Биссектриса внутреннего угла треугольника делит
противоположную сторону в отношении, пропорциональ-
ном прилежащим сторонам, т.е. AL/LB = AC/BC. Дли-
ны сторон треугольника находим по формуле расстояния
между двумя точками:

|AB| =
√

(9 − (−1))2 + (−3 − 2)2 =
√

125 = 5
√

5 ,

|BC| =
√

(5 − 9)2 + (5 − (−3))2 =
√

16 + 64 =
√

80 = 4
√

5 ,

|AC| =
√

(5 − (−1))2 + (5 − 2)2 =
√

45 = 3
√

5 .

Тогда
AL

LB
=

3
√

5

4
√

5
=

3

4
,

т.е. точка L делит отрезок AB в отношении λ = 3/4. Коор-
динаты точки L находим по формулам деления отрезка в
данном отношении λ:

xL =
xA + λxB

1 + λ
=

−1 + 3
4 · 9

1 + 3
4

=
23

7
,

yL =
yA + λyB

1 + λ
=

2 + 3
4 · (−3)

1 + 3
4

= −1

7
.

Уравнение биссектрисы CL:
x − xC

xL − xC
=

y − yC

yL − yC
или

x − 5
23
7 − 5

=
y − 5

−1
7 − 5

,

откуда 3x − y − 10 = 0. 2
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Пример 4.5. В параллелограмме ABCD известны урав-
нения сторон AB: 2x + y − 1 = 0, AD: 3x − 2y − 5 = 0 и
точка K(−3; 5) пересечения диагоналей AC и BD. Найти
уравнения сторон BC и CD.

Решение. Вершину A параллелограмма найдем как точ-
ку пересечения прямых AB и AD:{

2x + y − 1 = 0,
3x − 2y − 5 = 0.

Решая систему, находим A(1;−1).
Координаты точки C находим из того, что K — середи-

на AC:

xK =
xA + xC

2
, yK =

yA + yC

2
.

Подставляя в эти равенства координаты точек A и K, по-
лучаем уравнения для нахождения координат точки C:

−3 =
1 + xC

2
, 5 =

−1 + yC

2
;

отсюда C(−7; 11).
Так как стороны BC и AD параллельны, то их угло-

вые коэффициенты равны между собой: kBC = kAD = 3/2.
Аналогично, kCD = kAB = −2. Используем уравнение пря-
мой, проходящей через данную точку с заданным угловым
коэффициентом: y − y0 = k(x − x0). Для стороны BC:

y − 11 =
3

2
(x + 7) или 3x − 2y + 43 = 0.

Для стороны CD:

y − 11 = −2(x + 7) или 2x + y + 3 = 0. 2

§ 4.2. КРИВЫЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА

4.2.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КРИВЫХ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Рассмотрим линии, определяемые уравнениями второй
степени относительно текущих координат:

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0. (4.12)

Коэффициенты уравнения — действительные числа, при-
чем A2+B2+C2 6= 0, т.е. хотя бы одно из чисел A, B и C не
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равно нулю. Такие линии называются линиями (кривыми)
второго порядка.

В общем случае может оказаться, что уравнение (4.12)
определяет так называемую вырожденную кривую (пу-
стое множество, точку, прямую, пару прямых).

Если же кривая невырожденная, то для нее найдется
такая декартова прямоугольная система координат, в ко-
торой уравнение этой кривой имеет один из следующих
трех видов (каноническое уравнение):

x2

a2
+

y2

b2
= 1, a > b > 0;

x2

a2
− y2

b2
= 1, a, b > 0;

y2 = 2px, p > 0.

При этом кривая называется соответственно эллипсом (в
частном случае — окружностью), гиперболой или па-
раболой.

4.2.2. ОКРУЖНОСТЬ

Определение 4.1. Окружность — это множество всех
точек плоскости, равноудаленных от данной точки (цен-
тра) на данное расстояние (радиус).

Если R — радиус окружности, точка C(x0, y0) — ее
центр, то уравнение окружности имеет вид

(x − x0)
2 + (y − y0)

2 = R2. (4.13)

Пример 4.6. Найти координаты центра и радиус окруж-
ности 2x2 + 2y2 − 8x + 5y − 4 = 0.

Решение. Разделим исходное уравнение на 2, сгруппи-
руем выражения относительно x и y:

(x2 − 4x) +

(
y2 +

5

2
y

)
= 4.

Дополним выражения, стоящие в скобках, до полных
квадратов:

(x2 − 4x + 4) − 4 +

(
y2 +

5

2
y +

25

16

)
− 25

16
= 4
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или (x − 2)2 +

(
y +

5

4

)2

=
121

16
.

Таким образом, координаты центра окружности x0 = 2,
y0 = −5/4; радиус окружности равен R = 11/4. 2

4.2.3. ЭЛЛИПС

Определение 4.2. Эллипсом называется множество всех
точек плоскости, сумма расстояний которых до двух дан-
ных точек, называемых фокусами, есть величина посто-
янная (ее обозначают через 2a), причем эта постоянная
больше расстояния между фокусами.

Если оси координат расположены по отношению к эл-
липсу так, как на рис. 4.5, а фокусы эллипса находятся
на оси Ox на равных расстояниях от начала координат в
точках F1(c; 0) и F2(−c; 0), то получится простейшее (ка-
ноническое) уравнение эллипса:

x2

a2
+

y2

b2
= 1. (4.14)

Здесь a — большая, b — малая полуоси, причем a, b и c
(c — половина расстояния между фокусами) связаны соот-
ношением a2 − b2 = c2.

y

xO
�

�

�

�

� �

�

r1 r2

−a a

b

−b

F1(−c; 0) F2(c; 0)

M(x, y)D1 D2

Рис. 4.5

Форма эллипса (мера его сжатия) характеризуется его
эксцентриситетом ε = c/a. При ε = 0 эллипс является
окружностью.

Расстояния некоторой точки эллипса M от его фокусов
называются фокальными радиус-векторами этой точки.
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Их обычно обозначают r1 и r2. Для любой точки эллипса в
силу определения r1 + r2 = 2a.

Фокальные радиус-векторы выражаются через абс-
циссу точки эллипса по формулам r1 = a − εx (правый
фокальный радиус-вектор), r2 = a + εx (левый фокальный
радиус-вектор).

Прямые D1: x = −a/ε и D2: x = a/ε, перпендикулярные
главной оси и проходящие на расстоянии a/ε от центра,
называются директрисами эллипса.

Пример 4.7. Установить, что уравнение 5x2 +9y2−30x+
+18y+9 = 0 определяет эллипс. Найти его центр, полуоси,
эксцентриситет.

Решение. Сгруппируем выражения относительно x и y:

(5x2 − 30x) + (9y2 + 18y) + 9 = 0.

Из первой скобки вынесем 5, из второй 9 и дополняем эти
скобки до полных квадратов:

5(x2 − 6x + 9) + 9(y2 + 2y + 1) − 5 · 9 − 9 · 1 + 9 = 0,

5(x − 3)2 + 9(y + 1)2 = 45.

Разделив обе части на 45, получаем каноническое уравне-
ние эллипса:

(x − 3)2

9
+

(y + 1)2

5
= 1.

Отсюда центр эллипса O1(3;−1), полуоси a = 3, b =
√

3
(рис. 4.6). Вычисляем c =

√
a2 − b2 = 2. Тогда эксцентри-

ситет равен ε = c/a = 2/3. 2

y

x

O
1 2 3 4 5 6

-1

-2

�

O1

y

x

O
1 2 3 4-1-2-3-4 -1

-2

-3

-4

-5




O1

Рис. 4.6 Рис. 4.7
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Пример 4.8. Установить, какие линии определяются
следующими уравнениями:

а) x2 + 2y2 + 6x − 4y + 11 = 0;
б) x2 + 3y2 + 4x + 6y + 19 = 0;
в) x = −2

√
−5 − 6y − y2 .

Решение. а) Дополняем члены уравнения, содержащие
x и y, до полных квадратов и переносим свободный член в
правую часть равенства:

(x + 3)2 + 2(y − 1)2 = 0.

Это уравнение определяет единственную точку O(−3; 1).
б) Выделение полных квадратов приводит исходное

уравнение к виду

(x + 2)2 + 3(y + 1)2 = −12 или
(x + 2)2

12
+

(y + 1)2

4
= −1.

Это уравнение мнимого эллипса.
в) Замечаем, что x 6 0. Возведем обе части уравнения

в квадрат:
x2 = 4(−5 − 6y − y2).

Выделяя полный квадрат относительно переменной x, по-
лучаем

x2 + 4(y + 3)2 = 16 или
x2

16
+

(y + 3)2

4
= 1.

Следовательно, искомая линия есть половина эллипса,
расположенная в левой полуплоскости (рис. 4.7). 2

4.2.4. ГИПЕРБОЛА

Определение 4.3. Гиперболой называется множество
всех точек плоскости, абсолютная величина разности рас-
стояний которых до двух данных точек, называемых фо-
кусами, есть величина постоянная (ее обозначают че-
рез 2a), причем эта постоянная меньше расстояния между
фокусами.

Если поместить фокусы гиперболы в точках F1(c; 0) и
F2(−c; 0), то получим каноническое уравнение гиперболы:

x2

a2
− y2

b2
= 1, (4.15)

где b2 = c2 − a2.
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Гипербола состоит из двух ветвей и расположена сим-
метрично относительно осей координат. Точки A1(a; 0)
и A2(−a; 0) называются вершинами гиперболы. Отрезок
A1A2 такой, что A1A2 = 2a, называется действительной
осью гиперболы, а отрезок B1B2 такой, что B1B2 = 2b, —
мнимой осью. При этом B1(0; b), B2(0;−b).

Прямая называется асимптотой гиперболы, если рас-
стояние точки M(x, y) гиперболы до этой прямой стремит-
ся к нулю при x → +∞ или x → −∞. Гипербола имеет две
асимптоты, уравнения которых y = ±(b/a)x. На рис. 4.8
указано взаимное расположение гиперболы и ее асимптот.

y

xO

�

�

�

�

� �

�r1

r2

−a a

b

−b

F2(−c; 0) F1(c; 0)

M(x, y)

y =
a

b
x y = −a

b
x

D1 D2

Рис. 4.8

Отношение ε = c/a > 1 называется эксцентрисите-
том гиперболы.

Фокальные радиус-векторы правой ветви гиперболы:
r1 = εx− a (правый фокальный радиус-вектор), r2 = εx + a
(левый фокальный радиус-вектор).

Фокальные радиус-векторы левой ветви гиперболы:
r1 = −εx + a (правый фокальный радиус-вектор), r2 =
= −εx − a (левый фокальный радиус-вектор).

Прямые D1: x = −a/ε и D2: x = a/ε, перпендикулярные
действительной оси и проходящие на расстоянии a/ε от
центра гиперболы, называются директрисами гиперболы.

Пример 4.9. Показать, что уравнение 5x2 − 4y2 + 30x +
+ 8y + 21 = 0 представляет собой уравнение гиперболы.
Найти центр, полуоси, вершины, фокусы, эксцентриситет
и асимптоты этой гиперболы.

85



Решение. Сгруппируем отдельно члены, содержащие
переменные x и y:

(5x2 + 30x) − (4y2 − 8y) + 21 = 0.

В каждой из скобок вынесем коэффициент при квадрате
переменной, а затем выделим полный квадрат:

5(x2 + 6x) − 4(y2 − 2y) + 21 = 0,

5(x2 + 6x + 9) − 4(y2 − 2y + 1) − 45 + 4 + 21 = 0,

5(x + 3)2 − 4(y − 1)2 = 20,
(x + 3)2

4
− (y − 1)2

5
= 1.

Обозначим x′ = x + 3, y′ = y − 1. Таким образом мы произ-
водим преобразование параллельного переноса осей коор-
динат в точку O1(−3; 1). В новой системе координат данное
уравнение принимает вид

x′2

4
− y′2

5
= 1,

т.е. определяет гиперболу с центром O1(−3; 1) и полуосями
a = 2, b =

√
5 (рис. 4.9).

y

xO 2 4-2-4-6-8-10

2

4

6

-2

-4

-6

� �� �F1 F2A1 A2

y′

x′

Рис. 4.9

Так как c =
√

a2 + b2 =
√

4 + 5 = 3, то ε = c/a = 3/2.
Находим координаты вершин и фокусов в новой коорди-
натной системе: A1(−2; 0), A2(2; 0), F1(−3; 0), F2(3; 0). Так
как x = x′ − 3, y = y′ + 1, то в старой системе координат
получаем A1(−5; 1), A2(−1; 1), F1(−6; 1), F2(0; 1).
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В новой системе координат уравнения асимптот имеют
вид

y′ = ± b

a
x′, т.е. y′ = ±

√
5

2
x′.

Заменяя x′ на x + 3, а y′ на y − 1, получаем уравнения
асимптот в первоначальной системе координат:

y − 1 = ±
√

5

2
(x + 3). 2

Пример 4.10. Установить, какие линии определяются
следующими уравнениями:

а) 2x2 − 3y2 + 8x + 6y + 11 = 0;
б) 4x2 − y2 + 8x − 8y − 12 = 0;
в) y = 7 − 3

2

√
x2 − 6x + 13 .

Решение. а) Путем выделения полных квадратов это
уравнение преобразуется к виду

(x + 2)2

3
− (y − 1)2

2
= −1.

Это уравнение гиперболы с центром в точке O1(−2; 1), с
действительной полуосью a =

√
3 и мнимой b =

√
2 . Дей-

ствительная ось гиперболы параллельна оси Oy.
б) После дополнения членов, содержащих x и y, до пол-

ных квадратов приходим к уравнению

4(x + 1)2 − (y + 4)2 = 0.

Разложим левую часть уравнения на множители:

(2x − y − 2)(2x + y + 6) = 0.

Это уравнение определяет две пересекающиеся прямые:
2x − y − 2 = 0 и 2x + y + 6 = 0.

в) Заметим, что y 6 7. Запишем уравнение в виде

y − 7 = −3

2

√
x2 − 6x + 13 .

Возведем обе части в квадрат, выделяем полный квадрат
с переменной x, получаем уравнение гиперболы

(x − 3)2

4
− (y − 7)2

9
= −1.

Линией будет являться ветвь гиперболы, расположенная
ниже прямой y = 7. 2
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4.2.5. ПАРАБОЛА

Определение 4.4. Параболой называется множество
всех точек плоскости, равноудаленных от данной точки,
называемой фокусом, и данной прямой, называемой ди-
ректрисой.

Если директрисой параболы является прямая x =
= −p/2, а фокусом — точка F (p/2; 0), то уравнение парабо-
лы имеет вид

y2 = 2px. (4.16)

Парабола расположена симмет-y

xO

D

�

� �

�r2

r1

M(x, y)

−p

2
F
(p

2
; 0
)

Рис. 4.10

рично относительно оси абсцисс
(рис. 4.10, где p > 0). При p > 0 ветви
параболы обращены в положитель-
ную сторону.

Длина фокального радиус-век-
тора параболы y2 = 2px определя-
ется по формуле r = x + p/2 (p > 0).

Пример 4.11. Показать, что урав-
нение y2 + 2y + 4x − 11 = 0 пред-
ставляет собой уравнение парабо-
лы. Найти вершину, фокус, ось и
директрису этой параболы.

Решение. Приведем данное уравнение к простейшему
виду. Для этого выразим x через y и в полученном выра-
жении выделим полный квадрат:

x =
1

4
(11 − y2 − 2y), x = −1

4
(y2 + 2y + 1) +

1

4
+

11

4
,

x = −1

4
(y + 1)2 + 3.

Следовательно,

(y + 1)2 = −4(x − 3).

Вершина параболы O1(3;−1). Введем обозначения x′ =
= x − 3, y′ = y + 1, тогда в новой системе координат x′O′y′

уравнение параболы будет иметь вид y ′2 = −4x′. Отсюда
2p = 4, p = 2, p/2 = 1. В новой системе координат фокус
F (−1; 0), ось параболы O′x′ (уравнение y′ = 0), а уравнение
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директрисы x′ = 1. Возвращаясь к старой системе коорди-
нат, получаем O1(3;−1), F (2;−1), уравнение оси параболы
y = −1, уравнение директрисы x = 4. 2

4.2.6. ПРИВЕДЕНИЕ УРАВНЕНИЯ КРИВОЙ ВТОРОГО

ПОРЯДКА К КАНОНИЧЕСКОМУ ВИДУ

Общее уравнение (4.12) кривой второго порядка опре-
деляет на плоскости Oxy эллипс, гиперболу или парабо-
лу (с возможными случаями распада и вырождения этих
кривых) с осями симметрии, параллельными осям коор-
динат:

1) если AC −B2 > 0, то определяемая этим уравнением
кривая есть эллипс (действительный, мнимый или выро-
дившийся в точку);

2) если AC −B2 < 0, то соответствующая кривая явля-
ется гиперболой;

3) если AC−B2 = 0, то уравнение определяет параболу.
Если кривая второго порядка задана уравнением (4.12),

то, применив преобразование поворота осей координат с
помощью формул{

x = x′ cos α − y′ sinα,
y = x′ sinα + y′ cos α,

следует соответствующим выбором α освободиться в
уравнении от члена с произведением координат и свести
исходное уравнение к одному из трех вышеперечислен-
ных типов.

Пример 4.12. Привести к каноническому виду уравне-
ние 5x2 + 4xy + 8y2 + 8x + 14y + 5 = 0.

Решение. Преобразуем данное уравнение, воспользо-
вавшись формулами поворота осей координат:

5(x′ cos α − y′ sinα)2 + 4(x′ cos α − y′ sinα)(x′ sinα + y′ cos α)+

+8(x′ sinα + y′ cos α)2 + 8(x′ cos α − y′ sinα)+

+14(x′ sinα + y′ cosα) + 5 = 0;

(5 cos2 α + 4 sinα cos α + 8 sin2 α)x′2 +

+(5 sin2 α − 4 sinα cos α + 8 cos2 α)y′2 +

+ [6 sin α cos α + 4(cos2 α − sin2 α)]x′y′ +

+(8 cos α + 14 sin α)x′ + (14 cos α − 8 sin α)y′ + 5 = 0.
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Найдем α из условия

4(cos2 α − sin2 α) + 6 sin α cos α = 0,

т.е. приравняем к нулю коэффициент при x′y′. Получим
уравнение

2 tg2 α − 3 tg α − 2 = 0.

Отсюда tg α1 = 2, tg α2 = −1/2. Заметим, что эти значения
tg α соответствуют двум взаимно перпендикулярным на-
правлениям. Поэтому, взяв tg α = 2 вместо tg α = −1/2, мы
только меняем ролями оси x′ и y′ (рис. 4.11).

y

xO

y
′

x
′

y
′
′

x
′
′

O′ α

Рис. 4.11

Пусть tg α = 2, тогда sinα = ±2/
√

5 , cos α = ±1/
√

5 .
Возьмем положительные значения sinα и cos α. Тогда
уравнение принимает вид

9x′2 + 4y′2 +
36√
5

x′ − 2√
5

y′ + 5 = 0

или

9

(
x′2 +

4√
5

x′
)

+ 4

(
y′2 − 1

2
√

5
y′
)

= −5.

Выражения, стоящие в скобках, дополним до полных
квадратов:

9

(
x′ +

2√
5

)2

+ 4

(
y′ − 1

2
√

5

)2

=
33

5
+

1

20
− 5,

9

(
x′ +

2√
5

)2

+ 4

(
y′ − 1

2
√

5

)2

=
9

4
.
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Приняв за новое начало точку O′
(
− 2√

5
; 1

4
√

5

)
, применим

формулы преобразования координат

x′ = x′′ − 2√
5

, y′ = y′′ +
1

4
√

5
.

Получим

9x′′2 + 4y′′2 =
9

4
или

x′′2

1/4
+

y′′2

9/16
= 1.

Это каноническое уравнение эллипса. 2

§ 4.3. ЛИНИИ В ПОЛЯРНОЙ СИСТЕМЕ

КООРДИНАТ

4.3.1. ПОЛЯРНЫЕ КООРДИНАТЫ НА ПЛОСКОСТИ

Полярные координаты определяются заданием на
плоскости полюса O и полярной оси ρ (рис. 4.12). Ко-
ординаты точки M в полярных координатах задаются
длиной радиус-вектора |OM | = ρ этой точки и углом ϕ
его наклона к полярной оси. При этом 0 6 ρ 6 ∞,
0 6 ϕ 6 ∞. Значение полярного угла, удовлетворяющее
условию 0 6 ϕ < 2π, называется главным.

�

O ρ

�
ρ M(ρ, ϕ)

ϕ

y

xO

ρ

�

�y

x

ϕ

Рис. 4.12 Рис. 4.13

4.3.2. СВЯЗЬ ПОЛЯРНЫХ КООРДИНАТ

С ДЕКАРТОВЫМИ

Совместим начало декартовой системы с полюсом
полярной системы координат, а ось Ox — с полярной
осью ρ (рис. 4.13). Найдем связь координат точки M(x, y) и
M(ρ,ϕ). Она выражается следующей системой уравнений:

x = ρ cos ϕ, y = ρ sinϕ;

ρ =
√

x2 + y2 , tg ϕ =
y

x
.
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Если известны координаты точек A(x1, y1) и B(x2, y2),
то проекции отрезка связаны соотношением

AB = {x2 − x1, y2 − y1} = {ρ cos ϕ, ρ sinϕ},
а полярный угол отрезка по координатам его начала и кон-
ца находится по формулам

cos ϕ =
x2 − x1

ρ
, sinϕ =

y2 − y1

ρ
,

tg ϕ =
y2 − y1

x2 − x1
, ρ =

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 .

4.3.3. УРАВНЕНИЕ ЛИНИЙ В ПОЛЯРНОЙ СИСТЕМЕ

КООРДИНАТ И ИХ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ

ИЗОБРАЖЕНИЕ

Кривые второго порядка. Построим линию в поляр-
ных координатах, заданную уравнением ρ = a cos ϕ, a =
= const > 0.

Координата ρ принимает только положительные значе-
ния. При ϕ = 0 имеем cos ϕ = 1 и ρ = a, получаем точку
A(a; 0).

Рассмотрим произвольную точку

ρO � � �

�

A
a

M

ϕ

Рис. 4.14

M(ρ,ϕ) (рис. 4.14). Из уравнения ли-
нии следует cos ϕ = ρ/a, значит, угол
OMA — прямой. С возрастанием уг-
ла ϕ от 0 до π/2 косинус этого угла
убывает от 1 до 0. Таким образом, ρ
убывает от a до 0 в точке O(0;π/2),
и радиус-вектор точки M описывает

верхнюю половину окружности. Нижняя ее половина по-
лучается при изменении ϕ от 3π/2 до 2π. Этим значениям
угла соответствуют положительные значения cos ϕ, воз-
растающие от 0 до 1, что приводит к возрастанию ρ от 0
до a и геометрическому замыканию окружности.

Итак, уравнение ρ = a cos ϕ задает окружность с цен-
тром в точке (a/2; 0) и радиусом a/2.

Такой же результат получается, если в уравнении ли-
нии ρ = a cos ϕ перейти к декартовым координатам. Тогда
√

x2+y2 = a
x√

x2+y2
, x2+y2−ax = 0,

(
x− a

2

)2
+y2 =

a2

4
.
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Получили каноническое уравнение окружности с центром
в точке (a/2; 0) и радиусом a/2.

В полярных координатах кривые второго порядка име-
ют уравнения

ρ =
p

1 − ε cos ϕ
, (4.17)

если полюс находится в фокусе, полярная ось направле-
на из фокуса к ближайшей вершине (для гиперболы этим
уравнением определяется только одна ветвь); p — фокаль-
ный параметр, ε — эксцентриситет кривой. Для эллипса
0 6 ε < 1, гиперболы ε > 1, параболы ε = 1.

Спирали. 1. Архимедова спираль:

ρ = aϕ, 0 < ϕ < ∞, ρ ∈ R. (4.18)
Для построения архимедовой спирали нужно вычислить
значения ρ при различных значения ϕ:

OA = a
π

2
, OB = 2OA = 2a

π

2
, OC = 3OA = 3a

π

2
и так далее. Кривая представляет собой путь (рис. 4.15),
описываемый точкой, движущейся с постоянной скоро-
стью v по лучу, вращающемуся около полюса O с посто-
янной угловой скоростью ω, причем a = v/ω.

ρ
�

O

AB

C

D

a > 0

ρ
� O

a < 0

Рис. 4.15

2. Гиперболическая спираль:

ρ = a/ϕ, ϕ ∈ (0;∞), ρ ∈ R. (4.19)

3. Логарифмическая спираль:

ρ = aϕ, a > 0, a 6= 1, ϕ ∈ [0;∞), ρ ∈ R. (4.20)
Розы. При построении графиков будем считать, что па-

раметр a > 0.
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1. Двухлепестковые розы.

1) ρ = a sin 2ϕ, a > 0, 0 6 ϕ 6 2π, 0 6 ρ 6 a. (4.21)

ϕ◦ 0 10 20 30 40 45 50 60 70 80 90

ρ(a) 0 0,3 0,6 0,86 0,99 1 0,99 0,86 0,6 0,3 0

Для нахождения вида кривой ρ = a sin 2ϕ обратимся
к графику функции при ϕ ∈ [0; 2π) (рис. 4.16). Функция
ρ = a sin 2ϕ при a > 0 принимает допустимые неотрица-

O ϕ

ρ

π

4

π

2 π

5π

4

3π

2 2π

Рис. 4.16

тельные значения ρ > 0 при ϕ ∈ [0;π/2] ∪ [π; 3π/2]; при-
нимает максимальные значения, равные a, при ϕ1 = π/4
и ϕ2 = 5π/4. Интервалами возрастания функции явля-
ются ϕ ∈ [0;π/4] ∪ [π; 5π/4], убывания — ϕ ∈ (π/4;π/2] ∪
∪ (5π/4; 3π/2]. В результате график функции принимает
вид, изображенный на рис. 4.17.

ρO

a > 0

π

4

ρO a

π

4

Рис. 4.17 Рис. 4.18

2) ρ = a cos 2ϕ, a > 0, 0 6 ϕ 6 2π, 0 6 ρ 6 a. (4.22)

ϕ◦ 0 5 10 20 30 40 45

ρ(a) 1 0,98 0,94 0,76 0,5 0,17 0

Кривая имеет вид, приведенный на рис. 4.18.
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2. Четырехлепестковые розы.

ρ = a| cos 2ϕ|, 0 6 ϕ < 2π, ρ ∈ R; (4.23)

ρ = a| sin 2ϕ|, 0 6 ϕ < 2π, ρ ∈ R. (4.24)
Вид кривых приведен на рис. 4.19 и 4.20 соответственно.

ρ
a

ρ

a

Рис. 4.19 Рис. 4.20

3. Трехлепестковые розы.

ρ = a sin 3ϕ, 0 6 ϕ < 2π, 0 6 ρ 6 a, a > 0; (4.25)

ρ = a cos 3ϕ, 0 6 ϕ < 2π, 0 6 ρ 6 a, a > 0. (4.26)
Вид кривых приведен на рис. 4.21 и 4.22 соответст-

венно.

ρ

a

π

6

π

35π

6

ρ
a

π

6

2π

3

4π

3

Рис. 4.21 Рис. 4.22

§ 4.4. ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ ЗАДАНИЕ ЛИНИЙ

Параметрические уравнения линий задаются в виде
зависимости текущих координат x и y от некоторого пара-
метра t. Каждому значению t соответствуют два значения:
x и y. При изменении параметра t текущая точка M(x, y)
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описывает некоторую кривую на плоскости. Методом ис-
ключения параметра уравнение линии приводится к урав-
нению в декартовых координатах и, наоборот, линия, за-
данная в декартовых координатах, может быть приведена
к виду кривой, заданной параметрически.

4.4.1. ОКРУЖНОСТЬ

Пусть M(x, y) — текущая точка

x

y

O

R

� M(x, y)

A

t

Рис. 4.23

окружности с центром в начале ко-
ординат и радиусом R. В качестве
параметра t выберем угол, который
составляет радиус-вектор точки M
с осью Ox (рис. 4.23). Из треуголь-
ника OMA{

x = R cos t,
y = R sin t

(4.27)

— параметрические уравнения ок-
ружности.

Исключим из параметрических
уравнений параметр t. Для этого возведем эти уравнения
в квадрат и сложим их:

x2 + y2 = R2(cos2 t + sin2 t) = R2.

Таким образом, получено уравнение окружности в декар-
товых координатах.

4.4.2. ЦИКЛОИДА

Обыкновенной циклоидой называется кривая, описы-
ваемая точкой круга, катящегося без скольжения по пря-
мой линии (рис. 4.24).

O x

y

�

2a

�� C
�M

P K

Q

πa 2πa

Рис. 4.24
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Пусть Ox — прямая, по которой катится круг радиу-
сом a. Тогда MC = CK = a, где K — точка касания. За
параметр t примем угол поворота MC относительно CK:
t = ∠MCK — угол качения (в радианах). Так как качение
окружности происходит без скольжения, то

OK =
^

MK = at.

Из рис. 4.24 видно, что

x = OP = OK − PK = OK − MQ =

= at − a sin t = a(t − sin t),

y = PM = KC − QC = a − a cos t = a(1 − cos t).

Таким образом, параметрические уравнения циклоиды
имеют вид {

x = a(t − sin t),
y = a(1 − cos t),

−∞ < t < ∞. (4.28)

При 0 6 t < 2π получаем первую арку циклоиды. Ука-
жем, что длина одной арки циклоиды равна L = 8a, а пло-
щадь, ограниченная одной аркой, S = 3πa2.

4.4.3. АСТРОИДА

Астроидой называется кри-

x

y

O−R
R

�

�t

Рис. 4.25

вая, которую описывает точка
окружности радиуса R/4, когда
окружность катится без сколь-
жения внутри окружности ради-
уса R (рис. 4.25).

Параметрические уравнения
астроиды:{

x = R cos3 t,
y = R sin3 t,

0 6 t < 2π. (4.29)

Уравнение астроиды в декарто-
вых координатах:

x
2
3 + y

2
3 = R

2
3 . (4.30)

Длина астроиды равна L = 6R, а площадь, ограничен-
ная астроидой, S = 3πR2/8.
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4.4.4. КРИВЫЕ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

Полукубическая парабола. Уравнение полукубической
параболы в декартовых координатах (рис. 4.26):

a2x3 − y2 = 0, a > 0. (4.31)

Параметрические уравнения полукубической параболы:
{

x = t2,
y = at3,

−∞ < t < ∞. (4.32)

O x

y

O x

y
a

Рис. 4.26 Рис. 4.27

Локон Аньези. Уравнение локона Аньези в декартовых
координатах (рис. 4.27):

x2y = a2(a − y). (4.33)

Уравнение локона Аньези в полярных координатах:

ρ sinϕ =
a3

a2 + ρ2 cosϕ
. (4.34)

Локон Аньези имеет асимптоту

x

y

O−a

−a

Рис. 4.28

y = 0 при x → ±∞. Точки перегиба
(±a/

√
3 ; 3a/4). Площадь между ло-

коном Аньези и асимптотой S = πa2.
Декартов лист. Уравнение де-

картова листа в декартовых коор-
динатах (рис. 4.28):

x3 + y3 = 3axy, a > 0; (4.35)

в полярных координатах —

ρ =
3

2
a

sin 2ϕ

sin3 ϕ + cos3 ϕ
. (4.36)
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Параметрические уравнения декартова листа:



x =
3at

1 + t3
, −∞ < t < −1,

y =
3at2

1 + t3
, −1 < t < ∞.

(4.37)

Декартов лист имеет асимптоту

x + y + a = 0 или ρ =
a

sinϕ + cos ϕ
.

Площадь петли декартова листа S = 3a2/2.

4.4.5. КРИВЫЕ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА

Улитка Паскаля. Уравнение улитки Паскаля в декар-
товых координатах:

(x2 + y2 − ax)2 = b2(x2 + y2), (4.38)

в полярных координатах —

ρ = a cos ϕ + b. (4.39)

Параметрические уравнения улитки Паскаля:{
x = a cos t(cos t + b),
y = sin t(sin t + b),

0 6 t < 2π.

Из уравнения кривой нетрудно видеть, что улитка Пас-
каля получается при увеличении или уменьшении ра-
диус-вектора каждой точки окружности на постоянный
отрезок b. В зависимости от соотношения между a и b
улитка Паскаля приобретает различный вид, как это по-
казано на рис. 4.29.

x

y

O a b

b > a
� M

b

x

y

O a

b < a

Рис. 4.29
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Кардиоида. Уравнение кардиоиды в декартовых коор-
динатах (рис. 4.30):

(x2 + y2)(x2 + y2 − 2ax) − a2y2 = 0, (4.40)

в полярных координатах —

ρ = a(1 + cos ϕ), a > 0. (4.41)

Параметрические уравнения кардиоиды:{
x = a cos t(1 + cos t),
y = a sin t(1 + cos t),

0 6 t < 2π. (4.42)

Кардиоида является частным случаем улитки Паскаля
при a = b. Вершина кардиоиды находится в точке A(2a; 0).

Укажем, что площадь кардиоиды S = 3πa2/2, а длина
L = 8a.

x

y

O a 2a
A

O
x

y

C
A� �

−a

F2

a
F1

 

M

y = xy = −x

Рис. 4.30 Рис. 4.31

Лемниската Бернулли. Лемниската Бернулли — линия,
представляющая геометрическое место точек, расстояние
которых от двух данных точек (фокусов) есть постоянная
величина, равная квадрату половины межфокусного рас-
стояния (рис. 4.31).

Уравнение лемнискаты Бернулли в декартовых коор-
динатах:

(x2 + y2)2 − 2a2(x2 − y2) = 0, (4.43)

в полярных координатах —

ρ2 = 2a2 cos 2ϕ, a > 0. (4.44)

Укажем, что точка M лежит на кривой, если выполне-
но условие

|F1M | · |F2M | =

( |F1F2|
2

)2

.
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Вершины кривой находятся в точках A(
√

2 a; 0), C(−
√

2 a; 0).
Площадь каждой петли S = a2.

§ 4.5. ПЛОСКОСТЬ В ПРОСТРАНСТВЕ

4.5.1. ЗАДАНИЕ ПЛОСКОСТИ В ПРОСТРАНСТВЕ

Плоскость P в декартовой прямоугольной системе ко-
ординат Oxyz может быть задана уравнением одного из
следующих нижеприведенных видов.

1. Общее уравнение плоскости P

P

!

!

!

M1

M2

M0

N̄(A, B, C)

Рис. 4.32

имеет вид

Ax + By + Cz + D = 0, (4.45)

где N̄ = Aī + Bj̄ + Ck̄ — нормальный
вектор плоскости (рис. 4.32).

Частные случаи общего уравнения
плоскости:

1) если D = 0, то оно принимает
вид Ax + By + Cz = 0. Этому уравне-
нию удовлетворяет точка O(0; 0; 0). Следовательно, в этом
случае плоскость проходит через начало координат;

2) если C = 0, то имеем уравнение Ax + By + D = 0.
Нормальный вектор N̄ = (A;B; 0) перпендикулярен оси Oz.
Следовательно, плоскость параллельна Oz (если B = 0 —
параллельна оси Oy, если A = 0 — параллельна оси Ox);

3) если C = D = 0, то плоскость проходит через
O(0; 0; 0) параллельно оси Oz, т.е. плоскость Ax + By = 0
проходит через ось Oz (аналогично, уравнениям By+Cz =
= 0 и Ax + Cz = 0 отвечают плоскости, проходящие соот-
ветственно через оси Ox и Oy);

4) если A = B = 0, то уравнение (4.45) принимает вид
Cz+D = 0, т.е. z = −D/C. Плоскость параллельна плоско-
сти Oxy (аналогично, уравнениям Ax + D = 0 и By + D = 0
отвечают плоскости, соответственно параллельные плос-
костям Oyz и Oxz);

5) если A = B = D = 0, то уравнение (4.45) примет вид
Cz = 0, т.е. z = 0. Это уравнение плоскости Oxy (аналогич-
но y = 0 — уравнение плоскости Oxz, x = 0 — уравнение
плоскости Oxy).
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2. Уравнение плоскости, проходящей через три задан-
ные точки M0(x0, y0, z0), M1(x1, y1, z1) и M2(x2, y2, z2), име-
ет вид ∣∣∣∣∣∣

x − x0 y − y0 z − z0

x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0

x2 − x0 y2 − y0 z2 − z0

∣∣∣∣∣∣
= 0. (4.46)

3. Уравнение плоскости, проходящей через заданную
точку перпендикулярно данному вектору. Если в про-
странстве Oxyz плоскость p задана точкой M0(x0, y0, z0) и
вектором N̄ = Aī+Bj̄ +Ck̄, перпендикулярным этой плос-
кости (рис. 4.33), то уравнение плоскости имеет вид

A(x − x0) + B(y − y0) + C(z − z0) = 0. (4.47)

y

z

x

O

N̄

"M0

M y

z

x

O

c

b

a

Рис. 4.33 Рис. 4.34

4. Уравнение плоскости в отрезках. Если плоскость от-
секает на осях Ox, Oy, Oz соответственно отрезки a, b, c
(рис. 4.34), т.е. проходит через точки A(a; 0; 0), B(0; b; 0) и
C(0; 0; c), то уравнение плоскости имеет вид

x

a
+

y

b
+

z

c
= 1. (4.48)

Замечание. Уравнением (4.48) удобно пользоваться при
построении плоскостей.

5. Нормальное уравнение плоскости. Положение плос-
кости P определяется заданием единичного вектора ē,
имеющего направление перпендикуляра OK, проведенно-
го на плоскость из начала координат, и длиной p = |OK|
этого перпендикуляра (рис. 4.35).

Если α, β, γ — это углы, образованные единичным век-
тором ē с осями Ox, Oy, Oz соответственно, то уравнение
плоскости имеет вид

x cos α + y cos β + z cos γ − p = 0. (4.49)
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Замечание. Общее уравнение плоскости (4.45) можно
привести к нормальному уравнению (4.49), умножив обе
части уравнения (4.45) на нормирующий множитель

λ = ± 1√
A2 + B2 + C2

,

учитывая, что знак нормирующего множителя противопо-
ложен знаку свободного члена D общего уравнения плос-
кости.

y

z

x

O

ē

P

#

K

α

β

γ

P1

P2

ϕ
N̄2

N̄1

ϕ

Рис. 4.35 Рис. 4.36

4.5.2. УГОЛ МЕЖДУ ДВУМЯ ПЛОСКОСТЯМИ

Угол между двумя плоскостями, имеющими нормаль-
ные векторы N̄1 = A1 ī + B1j̄ + C1k̄ и N̄2 = A2 ī + B2j̄ + C2k̄
(рис. 4.36), определяется как угол между N̄1 и N̄2. Косинус
этого угла находится по формуле

cos ϕ =
N̄1 · N̄2

|N̄1| · |N̄2|
или

cos ϕ =
A1A2 + B1B2 + C1C2√

A2
1 + B2

1 + C2
1 ·
√

A2
2 + B2

2 + C2
2

. (4.50)

Пример 4.13. Найти угол между плоскостью P1, прохо-
дящей через точки A1(2;−4; 1), A2(−1; 2; 0), A3(0;−2; 3), и
плоскостью P2, заданной уравнением 5x + 2y − 3z + 1 = 0.

Решение. Уравнение плоскости P1 найдем по трем точ-
кам по формуле (4.46):∣∣∣∣∣∣

x − 2 y + 4 z − 1
−1 − 2 2 + 4 0 − 1
0 − 2 −2 + 4 3 − 1

∣∣∣∣∣∣
= 0,

∣∣∣∣∣∣

x − 2 y + 4 z − 1
−3 6 −1
−2 2 2

∣∣∣∣∣∣
= 0,
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7(x − 2) + 4(y + 4) + 3(z − 1) = 0,

7x + 4y + 3z − 1 = 0.

По уравнениям плоскостей определим их нормальные век-
торы: N̄1 = 7̄i + 4j̄ + 3k̄, N̄2 = 5̄i + 2j̄ − 3k̄. Угол ϕ между
плоскостями P1 и P2 найдем по формуле (4.50):

cos ϕ =
N̄1 · N̄2

|N̄1| · |N̄2|
≈ 0,64,

откуда ϕ = arccos 0,64. 2

4.5.3. УСЛОВИЯ ПАРАЛЛЕЛЬНОСТИ

И ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТИ ПЛОСКОСТЕЙ

Пусть заданы две плоскости P1 и P2 в виде об-
щих уравнений плоскостей A1x + B1y + C1z + D1 = 0,
A2x + B2y + C2z + D2 = 0 соответственно.

Для того чтобы плоскости P1 и P2 были параллельны,
необходимо и достаточно, чтобы

A1

A2
=

B1

B2
=

C1

C2
.

Для того чтобы плоскости P1 и P2 были перпендику-
лярны, необходимо и достаточно, чтобы

A1A2 + B1B2 + C1C2 = 0.

4.5.4. РАССТОЯНИЕ ОТ ТОЧКИ ДО ПЛОСКОСТИ

Если плоскость задана уравнением Ax+By+Cz+D = 0
и точка M0(x0, y0, z0) не принадлежит данной плоскости, то
расстояние d от точки до плоскости находится по формуле

d =
|Ax0 + By0 + Cz0 + D|√

A2 + B2 + C2
. (4.51)

Пример 4.14. Найти расстояние от точки M0(−3;−6;−8)
до плоскости, проходящей через три точки M1(5; 2; 0),
M2(2; 5; 0), M3(1; 2; 4).

Решение. Уравнение плоскости, проходящей через точ-
ки M1, M2, M3, находим по формуле (4.46):∣∣∣∣∣∣

x − 5 y − 2 z
−3 3 0
−4 0 4

∣∣∣∣∣∣
= 0, x + y + z − 7 = 0.
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Подставляя в формулу (4.51), получаем

d =
| − 3 · 1 + 1 · (−6) + 1 · (−8) − 7|√

12 + 12 + 12
= 8

√
3 .

2

Пример 4.15. Написать уравнение плоскости P , прохо-
дящей через точки M1(1; 1; 1) и M2(0; 2; 1) параллельно век-
тору ā(2; 0; 1).

Решение. Пусть M(x, y, z) — произвольная точка иско-
мой плоскости P . Тогда векторы M1M , M1M2 и ā компла-
нарны. Следовательно, их смешанное произведение равно
нулю, т.е.

(M1M,M1M2, ā) =

∣∣∣∣∣∣

x − 1 y − 1 z − 1
−1 1 0
2 0 1

∣∣∣∣∣∣
= 0,

откуда x + y − 2z = 0. 2

Пример 4.16. Написать уравнение плоскости P ′, прохо-
дящей через заданные точки M1(0; 1; 1), M2(2; 0; 1) перпен-
дикулярно заданной плоскости P : 2x − y + z + 1 = 0.

Решение. Пусть M(x, y, z) — произвольная точка плос-
кости P ′. Тогда векторы M1M , M1M2 и N̄ компланарны,
где N̄ — нормальный вектор плоскости P . Вычисляем их
смешанное произведение:

(M1M,M1M2, N̄) = 0,

∣∣∣∣∣∣

x y − 1 z − 1
2 −1 0
2 −1 1

∣∣∣∣∣∣
= 0,

откуда получаем уравнение плоскости P ′: x + 2y − 2 = 0.
2

§ 4.6. ПРЯМАЯ В ПРОСТРАНСТВЕ

4.6.1. ЗАДАНИЕ ПРЯМОЙ В ПРОСТРАНСТВЕ

Прямая L в пространстве может быть задана следую-
щими нижеприведенными уравнениями.

1. Уравнение прямой в пространстве, проходящей че-
рез две заданные точки M0(x0, y0, z0), M1(x1, y1, z1), имеет
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следующий вид:
x − x0

x1 − x0
=

y − y0

y1 − y0
=

z − z0

z1 − z0
. (4.52)

2. Прямая может быть задана уравнениями двух плос-
костей {

A1x + B1y + C1z + D1 = 0,
A2x + B2y + C2z + D2 = 0,

(4.53)

пересекающихся по этой прямой.
3. Каноническое уравнение прямой

x − x0

l
=

y − y0

m
=

z − z0

n
(4.54)

определяет прямую, проходящую через точку M0(x0, y0, z0)
параллельно вектору s̄ = lī + mj̄ + nk̄, который называется
направляющим вектором прямой.

4. Параметрические уравнения прямой:



x = lt + x0,
y = mt + y0,
z = nt + z0.

(4.55)

Пример 4.17. Составить уравнение прямой, проходя-
щей через точки A1(4;−3; 1), A2(5;−3; 0).

Решение. Используя формулу (4.52), получим
x − 4

5 − 4
=

y − (−3)

−3 − (−3)
=

z − 1

0 − 1
или

x − 4

1
=

y + 3

0
=

z − 1

−1
.

Равенство нулю второй дроби означает, что прямая при-
надлежит плоскости y = −3. 2

Пример 4.18. Написать каноническое уравнение задан-
ной прямой: {

6x − 5y − 4z + 8 = 0,
6x + 5y + 3z + 4 = 0.

Решение. Прямая задана общим уравнением (в виде пе-
ресечения двух плоскостей). Пусть z = t, тогда{

6x − 5y = 4t − 8,
6x + 5y = −3t − 4.

Решая систему, находим

x =
t

12
− 1, y = − 7

10t
+

2

5
.
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Параметрические уравнения имеют вид




x =
t

12
− 1,

y = − 7

10
t +

2

5
,

z = t.

Выражая параметр t из каждого уравнения, получаем

x + 1
1

2

=
y − 2

5

− 7

10

=
z

1
или

x + 1

5
=

y − 2

5
−42

=
z

60
.

2

4.6.2. УГОЛ МЕЖДУ ДВУМЯ ПРЯМЫМИ

Угол между двумя прямыми, заданными их канониче-
скими уравнениями

x − x1

l1
=

y − y1

m1
=

z − z1

n1
и

x − x2

l2
=

y − y2

m2
=

z − z2

n2
,

определяется по формуле

cos ϕ =
l1l2 + m1m2 + n1n2√

l21 + m2
1 + n2

1 ·
√

l22 + m2
2 + n2

2

. (4.56)

Необходимое и достаточное условие нахождения двух
прямых, заданных их каноническими уравнениями, в од-
ной плоскости (условие компланарности двух прямых):

∣∣∣∣∣∣

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

l1 m1 n1

l2 m2 n2

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Если величины l1, m1, n1 не пропорциональны величинам
l2, m2, n2, то указанное соотношение является необходи-
мым и достаточным условием пересечения двух прямых в
пространстве.

4.6.3. УГОЛ МЕЖДУ ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТЬЮ

Угол между прямой

x − x0

l
=

y − y0

m
=

z − z0

n
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и плоскостью Ax + By + Cz + D = 0 определяется по фор-
муле

sinϕ =
|Al + Bm + Cn|√

A2 + B2 + C2 ·
√

l2 + m2 + n2
. (4.57)

Условие параллельности прямой и плоскости:

Al + Bm + Cn = 0;

условие перпендикулярности прямой и плоскости:
A

l
=

B

m
=

C

n
.

Пример 4.19. Найти точку пересечения прямой
x − 2

−1
=

y − 3

−1
=

z + 1

4
и плоскости x + 2y + 3z − 14 = 0.

Решение. Запишем уравнение прямой в параметриче-
ском виде:

x = −t + 2, y + −t + 3, z = 4t − 1.

Подставив x, y, z в уравнение плоскости, получим

−t + 2 − 2t + 6 + 12t − 3 − 14 = 0,

откуда находим t = 1. Подставив это значение в парамет-
рические уравнения прямой, находим координаты точки
пересечения: M(1; 2; 3). 2

Пример 4.20. Найти точку M ′, симметричную точке M
относительно прямой

x − 4,5

1
=

y + 3

−0,5
=

z − 2

1
.

Решение. Составим уравнение плоскости, проходящей
через точку M перпендикулярно вектору s̄ = {1;−0,5; 1}:

x − 2 − 0,5(y + 1) + (z − 1) = 0 или 2x − y + 2z − 7 = 0.

Далее находим точку M0 пересечения прямой и плоскости
(аналогично примеру 4.19). Получаем M0(2,5;−2; 0). Точ-
ка M0 является серединой отрезка M ′M . Из формул деле-
ния отрезка пополам

xM0
=

xM + xM ′

2
, yM0

=
yM + yM ′

2
, zM0

=
zM + zM ′

2
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находим

xM ′ = 2xM0
− xM = 3, yM ′ = 2yM0

− yM = −3,

zM ′ = 2zM0
− zM = −1.

Итак, M ′(3;−3;−1). 2

4.6.4. ПУЧОК ПЛОСКОСТЕЙ

Пусть прямая L определена общим уравнением (4.53),
α и β — произвольные числа, одновременно не равные ну-
лю. Тогда уравнение

α(A1x + B1y + C1z + D1)+

+β((A2x + B2y + C2z + D2)) = 0 (4.58)

определяет плоскость, проходящую через прямую L. Со-
вокупность всех плоскостей, проходящих через одну и ту
же прямую, называется пучком плоскостей. Уравнение
вида (4.58) называется уравнением пучка плоскостей.

Если α 6= 0, то уравнение (4.58) можно привести к виду

A1x + B1y + C1z + D1) + λ((A2x + B2y + C2z + D2)) = 0,

где λ = β/α.

Пример 4.21. Найти проекцию прямой
x − 1

2
=

y + 1

3
=

z − 2

−1
на плоскость 2x − 3y − 4z + 5 = 0.

Решение. Запишем уравнение прямой в виде уравне-
ний двух плоскостей:

x − 1

2
=

y + 1

3
или 3x − 2y − 5 = 0;

x − 1

2
=

z − 2

−1
или x + 2z − 5 = 0.

Записываем уравнение пучка плоскостей, проходящих че-
рез заданную прямую:

3x − 2y − 5 + λ(x + 2z − 5) = 0

или (3 + λ)x − 2y + 2λz − 5 − 5λ = 0.

Выбираем из пучка плоскость, перпендикулярную к за-
данной. Условием перпендикулярности двух плоскостей
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является равенство N̄1 · N̄2 = 0, где N̄1 = {2;−3;−4}, N̄2 =
= {3+λ;−2; 2λ} — нормальные вектора плоскостей. Вычис-
ляя скалярное произведение, получаем

N̄1 · N̄2 = 2 · (3 + λ) − 3 · (−2) + (−4) · 2λ = 0

или 12 − 6λ = 0, откуда λ = 2. Подставив найденное значе-
ние λ в уравнение пучка плоскостей, находим уравнение
проектирующей плоскости: 5x − 2y + 4z − 15 = 0. Иско-
мая проекция — линия пересечения плоскости проекции и
проектирующей плоскости — определяется уравнениями{

2x − 3y − 4z + 5 = 0,
5x − 2y + 4z − 15 = 0. 2

§ 4.7. ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА

4.7.1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Определение 4.5. Поверхностью второго порядка на-
зывается множество всех точек пространства, координаты
которых удовлетворяют алгебраическому уравнению вто-
рой степени

a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz +

+2a10x + 2a20y + 2a30z + a00 = 0, (4.59)

где коэффициенты a11, a22, a33, a12, a13, a23, a10, a20, a30,
a00 — действительные числа, причем a11, a22, a33, a12, a13,
a23 не равны нулю одновременно.

В теории поверхностей второго порядка классифици-
руют и изучают различные виды поверхностей. Методом
их изучения является так называемый метод сечения: ис-
следуются сечения поверхности плоскостями, параллель-
ными координатным, или самими координатными плос-
костями, и по виду сечений делается вывод о форме по-
верхности.

Существует семнадцать видов поверхностей второго
порядка. Идея классификации поверхностей основана на
приведении их уравнений к каноническому виду в резуль-
тате преобразования системы координат в каноническую.

Рассмотрим подробнее шесть видов поверхностей вто-
рого порядка: эллипсоид, однополостный гиперболоид,
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двуполостный гиперболоид, конус, эллиптический пара-
болоид и гиперболический параболоид.

4.7.2. ЭЛЛИПСОИД

Эллипсоидом (рис. 4.37) называ-

y

z

x

Рис. 4.37

ется поверхность второго порядка,
которая в канонической системе ко-
ординат определяется уравнением

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1. (4.60)

В частности, если a = b = c, то полу-
чаем сферу x2 +y2 +z2 = a2 с центром
в начале координат и радиусом a.

Числа a, b, c называются полуосями эллипсоида. Ес-
ли все они различны, то эллипсоид называется трехос-
ным. Точки пересечения эллипсоида с осями координат
A1(−a; 0; 0), a2(a; 0; 0), B1(0;−b; 0), B2(0; b2; 0), C1(0; 0;−c),
C2(0; 0; c) называются его вершинами.

Оси канонической системы координат являются ося-
ми симметрии эллипсоида, начало координат — его цен-
тром симметрии, а координатные плоскости — плоскостя-
ми симметрии.

Рассмотрим сечение эллипсоида плоскостью xOy: z =
= 0. Оно задается системой уравнений





x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1,

z = 0

и представляет собой эллипс с каноническим уравнением

x2

a2
+

y2

b2
= 1.

Рассматривая аналогично сечения эллипсоида коорди-
натными плоскостями xOz: y = 0 и yOz: x = 0, а также
плоскостями, им параллельными (x = h1, y = h2, z = h3),
получаем кривые второго порядка эллиптического типа.
Это — либо эллипс (при h1 < a, h2 < b, h3 < c), либо пара
мнимых пересекающихся прямых, т.е. точка (при |h1| = a,
|h2| = b, |h3| = c, либо мнимый эллипс (при h1 > a, h2 > b,
h3 > c).
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4.7.3. ОДНОПОЛОСТНЫЙ ГИПЕРБОЛОИД

Однополостным гиперболоидом

y

z

x

Рис. 4.38

(рис. 4.38) называется поверхность
второго порядка, которая в канони-
ческой системе координат определя-
ется уравнением

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1. (4.61)

Оси канонической системы коор-
динат являются осями симметрии
однополостного гиперболоида, нача-
ло координат — его центром симмет-

рии, а координатные плоскости — плоскостями симмет-
рии. Оси абсцисс и ординат пересекают однополостный
гиперболоид в точках A1(−a; 0; 0), A2(a; 0; 0), B1(0;−b; 0),
B2(0; b; 0), которые называются его вершинами. Ось ап-
пликат Oz, не имеющая с гиперболоидом общих действи-
тельных точек, называется его мнимой осью.

Если рассмотреть сечения однополостного гиперболои-
да плоскостью xOy: z = 0 или плоскостями, параллельны-
ми ей (z = h3), то в сечении получаются эллипсы. Эллипс

x2

a2
+

y2

b2
= 1

называется горловым.
Теперь возьмем сечение однополостного гиперболоида

плоскостью xOz: y = 0. Оно задается системой уравнений




x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1,

y = 0

и представляет собой гиперболу с действительной осью Ox:

x2

a2
− z2

c2
= 1.

Рассматривая аналогично сечения гиперболоида плос-
костью yOz: x = 0, а также плоскостями, параллельными
плоскостям xOz: y = h2 и yOz: x = h1, получаем кривые
второго порядка гиперболического типа. Это — либо ги-
пербола (при |h1| 6= a, |h2| 6= b), либо пара пересекающихся
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прямых (при |h1| = a, |h2| = b). Например, сечение однопо-
лостного гиперболоида плоскостью x = a задается систе-
мой уравнений 




x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1,

x = a

и представляет собой пару пересекающихся прямых с ка-
ноническим уравнением

y2

b2
− z2

c2
= 0.

4.7.4. ДВУПОЛОСТНЫЙ ГИПЕРБОЛОИД

Двуполостным гиперболоидом

y

z

x

Рис. 4.39

(рис. 4.39) называется поверхность
второго порядка, которая в канони-
ческой системе координат определя-
ется уравнением

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= −1. (4.62)

Ось аппликат Oz канонической
системы координат является осью
симметрии двуполостного гипербо-
лоида, начало координат — его цен-
тром симметрии, а координатные плоскости — плоскостя-
ми симметрии. Ось аппликат пересекает гиперболоид в
точках C1(0; 0;−c), C2(0; 0; c), которые называются его вер-
шинами. Сама ось аппликат называется действительной
осью гиперболоида.

Если рассмотреть сечение двуполостного гиперболоида
координатными плоскостями xOz: y = 0 и yOz: x = 0, и
плоскостями, им параллельными (x = h1, y = h2), то в
сечении получаются гиперболы.

Рассматривая аналогично сечения гиперболоида плос-
костью xOy: z = 0, а также плоскостями, параллельными
плоскости xOy: z = h, получаем кривые второго порядка
эллиптического типа. Это — либо эллипс (при |h| > c), ли-
бо пара мнимых пересекающихся прямых, т.е. точка (при
|h| = c), либо мнимый эллипс (при |h| < c). Например, при
|h| > c сечение двуполостного гиперболоида плоскостью
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z = h задается системой уравнений



x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= −1,

z = h,
откуда при подстановке второго уравнения в первое по-
следовательно получаем

x2

a2
+

y2

b2
=

h2

c2
− 1

и каноническое уравнение эллипса

x2

(
h2

c2
− 1

)
a2

+
y2

(
h2

c2
− 1

)
b2

= 1.

4.7.5. КОНУС ВТОРОГО ПОРЯДКА

Конус второго порядка (рис. 4.40)

y

z

x

Рис. 4.40

в канонической системе координат
имеет вид

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0. (4.63)

Эта поверхность второго порядка
состоит из прямых, пересекающих-
ся в одной точке — вершине кону-
са. Действительно, если точка с ко-
ординатами (x0, y0, z0) удовлетворяет
уравнению конуса, то ему удовлетво-

ряют также точки с координатами x = x0t, y = y0t, z = z0t
при любом значении параметра t. Записанные уравнения
являются параметрическими уравнениями прямой, прохо-
дящей через начало координат и точку (x0, y0, z0). Конус
состоит из таких прямых, называемых образующими ко-
нуса. Ось аппликат канонической системы координат на-
зывается его осью.

Оказывается, плоскость, проходящая через вершину
конуса, либо не пересекает его в другой точке, либо пере-
секает по двум образующим, либо касается вдоль образу-
ющей. Любая плоскость, параллельная этим плоскостям,
в первом случае пересекает конус по эллипсу, во втором
случае — пересекает по гиперболе, в третьем случае — по
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параболе. Поэтому эллипс, гиперболу, параболу часто на-
зывают коническими сечениями.

4.7.6. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЙ ПАРАБОЛОИД

Эллиптическим параболоидом

y

z

x

Рис. 4.41

называется поверхность второго по-
рядка (рис. 4.41), которая в канони-
ческой системе координат определя-
ется уравнением

x2

a2
+

y2

b2
= 2z. (4.64)

Ось аппликат Oz канонической
системы координат является един-
ственной осью симметрии эллипти-
ческого параболоида, плоскости xOz
и yOz — плоскостями симметрии. Ось
аппликат, называемая осью эллипти-
ческого параболоида, пересекает его
в начале координат, эта точка назы-
вается вершиной параболоида.

Если рассмотреть сечение эллиптического параболои-
да координатными плоскостями xOz: y = 0 и yOz: x = 0, и
плоскостями, им параллельными (x = h1, y = h2), то в се-
чении получаются параболы. Например, сечение эллипти-
ческого параболоида плоскостью y = h2 задается системой
уравнений 




x2

a2
+

y2

b2
= 2z,

y = h2,
откуда при подстановке второго уравнения в первое по-
следовательно получаем

x2

a2
+

h2
2

b2
= 2z

и уравнение параболы

x2 = 2a2z − a2h2
2

b2
.

Получаемые таким образом параболы лежат в парал-
лельных плоскостях, отличаясь лишь положением в про-
странстве.
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Рассматривая аналогично сечения эллиптического па-
раболоида плоскостью xOy: z = 0, а также плоскостями,
параллельными плоскости xOy: z = h, получаем кривые
второго порядка эллиптического типа. Это — либо эллипс
(при h > 0), либо пара мнимых пересекающихся прямых,
т.е. точка (при h = 0), либо мнимый эллипс (при h < 0).

4.7.7. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЙ ПАРАБОЛОИД

Гиперболическим пара-

y

z

x

Рис. 4.42

болоидом (рис. 4.42) назы-
вается поверхность второ-
го порядка, которая в кано-
нической системе координат
определяется уравнением

x2

a2
− y2

b2
= 2z. (4.65)

Ось аппликат Oz кано-
нической системы координат
является единственной осью
симметрии гиперболическо-

го параболоида, плоскости xOz и yOz — плоскостями сим-
метрии. Ось аппликат, называемая осью гиперболического
параболоида, пересекает его в начале координат; эта точка
называется вершиной параболоида.

Если рассмотреть сечение гиперболического параболо-
ида координатными плоскостями xOz: y = 0 и yOz: x = 0,
и плоскостями, им параллельными (x = h1, y = h2), то
в сечении получаются параболы. Например, сечение ги-
перболического параболоида плоскостью x = h1 задается
системой уравнений 




x2

a2
− y2

b2
= 2z,

x = h1,
откуда при подстановке второго уравнения в первое полу-
чаем уравнение параболы:

h2
1

a2
− y2

b2
= 2z, y2 = −2b2z +

b2h2
1

a2
.

Рассматривая аналогично сечения гиперболического
параболоида плоскостью xOy: z = 0, а также плоскостями,
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параллельными плоскости xOy: z = h, получаем кривые
второго порядка гиперболического типа. Это либо гипер-
бола (при |h| > 0), либо пара пересекающихся прямых (при
h = 0). Таким образом, по форме гиперболический парабо-
лоид напоминает седло, эту поверхность часто называют
седловой.

4.7.8. ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ ПОВЕРХНОСТИ

Цилиндрической поверхностью называется поверх-
ность, составленная из всех прямых, пересекающих дан-
ную линию L и параллельных данной прямой l. При
этом линия L называется направляющей цилиндриче-
ской поверхности, а каждая из прямых, составляющих
эту поверхность и параллельных прямой l, — образующей
(рис. 4.43).

l
L

y

z

x

L

Рис. 4.43 Рис. 4.44

Мы будем рассматривать только такие цилиндриче-
ские поверхности, направляющие которых лежат в одной
из координатных плоскостей, а образующие параллель-
ны координатной оси, перпендикулярной этой плоскости.
Уравнение цилиндрической поверхности с образующими,
параллельными оси Oz, не содержит z (рис. 4.44), т.е. име-
ет вид F (x, y) = 0. В качестве направляющей L поверхно-
сти F (x, y) = 0 можно взять ее линию пересечения с плос-
костью xOy. Уравнение этой направляющей имеет вид

L :

{
F (x, y) = 0,
z = 0.

Если уравнение F (x, y) = 0 является алгебраическим
уравнением второй степени, то цилиндрическая поверх-
ность называется цилиндром второго порядка.
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Уравнения цилиндрических поверхностей, образую-
щие которых параллельны оси Oy и оси Ox, имеют вид
F (x, z) = 0 и F (y, z) = 0 соответственно.

В зависимости от вида направляющей различают эл-
липтический, гиперболический и параболический цилин-
дры. Рассмотрим некоторые частные случаи.

1. Эллиптический цилиндр (рис. 4.45):
x2

a2
+

y2

b2
= 1.

Его образующие параллельны оси Oz, а направляющей яв-
ляется эллипс с полуосями a и b, лежащий в плоскости
xOy. В частности, если a = b, то направляющей являет-
ся окружность, а поверхность является прямым круговым
цилиндром, уравнение которого имеет вид x2 + y2 = a2.

y

z

x

b
a

y

z

x

a−a

Рис. 4.45 Рис. 4.46

2. Гиперболический цилиндр (рис. 4.46):

y

z

x

Рис. 4.47

x2

a2
− y2

b2
= 1.

Образующие этой поверхности парал-
лельны оси Oz, а направляющей слу-
жит лежащая в плоскости xOy гипербо-
ла с действительной полуосью a и мни-
мой полуосью b.

3. Параболический цилиндр (рис.
4.47):

y2 = 2px, p > 0.

Его направляющей является парабола, лежащая в плос-
кости xOy, а образующая параллельна оси Oz.
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4.7.9. КЛАССИФИКАЦИЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВТОРОГО

ПОРЯДКА

Кроме рассмотренных выше, остальные виды поверх-
ностей относятся к классам пар плоскостей (пересекаю-
щихся, параллельных и совпавших) и мнимых поверхно-
стей (мнимый эллипсоид, мнимый конус, мнимый эллип-
тический цилиндр, пары мнимых пересекающихся и мни-
мых параллельных плоскостей).

№ Виды поверхностей Уравнение

1 Эллипсоид x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1

2 Мнимый эллипсоид x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= −1

3 Однополостный гиперболоид x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1

4 Двуполостный гиперболоид x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= −1

5 Эллиптический параболоид x2

a2
+

y2

b2
= 2z

6 Гиперболический параболоид x2

a2
− y2

b2
= 2z

7 Конус x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0

8 Мнимый конус x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 0

9 Эллиптический цилиндр x2

a2
+

y2

b2
= 1

10 Гиперболический цилиндр x2

a2
− y2

b2
= 1

11 Параболический цилиндр y2 = 2px

12 Мнимый эллиптический цилиндр x2

a2
+

y2

b2
= −1
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Продолжение табл.

№ Виды поверхностей Уравнение

13
Пара мнимых пересекающихся
плоскостей

x2

a2
+

y2

b2
= 0

14 Пара пересекающихся плоскостей x2

a2
− y2

b2
= 0

15 Пара параллельных плоскостей x2 − a2 = 0

16
Пара мнимых параллельных
плоскостей x2 + a2 = 0

17 Пара совпавших плоскостей x2 = 0

Пример 4.22. Установить тип заданной поверхности и
построить ее:

x2

9
+

y2

4
+

z2

25
= 1.

Решение. Данная поверхность — эллипсоид с полуося-
ми a = 3, b = 2, c = 5 (рис. 4.48). 2

y

z

x

2

5

3

y

z

x

4

1

Рис. 4.48 Рис. 4.49

Пример 4.23. Установить тип заданной поверхности и
построить ее:

x2

16
+ z2 − y2

4
= 1.

Решение. Данная поверхность является однополост-
ным гиперболоидом. Если рассмотреть сечение плоско-
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стью xOz: y = 0 или плоскостями, параллельными ей (y =
= h), то в сечении получаются эллипсы. Теперь возьмем
сечение поверхности плоскостью xOy: z = 0, оно является
гиперболой

x2

16
− y2

4
= 1.

Аналогично при x = 0 получаем гиперболу

z2

16
− y2

4
= 1.

Поверхность построена на рис. 4.49. 2

Пример 4.24. Установить тип заданной поверхности и
построить ее: y = 2 + x2 + z2.

Решение. Данная поверхность — эллиптический пара-
болоид с вершиной в точке (0; 2; 0) (рис. 4.50). 2

y

z

x

2

y

z

x

3

Рис. 4.50 Рис. 4.51

Пример 4.25. Установить тип заданной поверхности и
построить ее: x2 + z2 = 9.

Решение. Данная поверхность является круговым ци-
линдром с образующей, параллельной оси Oy (рис. 4.51).

2

Пример 4.26. Найти точки пересечения поверхности и
прямой, заданных соответственно уравнениями

x2

16
+

y2

9
− z2

4
= 1 и

x

4
=

y

−3
=

z + 2

4
.
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Решение. Запишем уравнение прямой в параметриче-
ском виде: 




x = 4t,
y = −3t,
z = 4t − 2.

Подставив их в уравнение поверхности, получаем

16t2

16
+

9t2

9
− 1

4
(16t2 − 16t + 4) = 1.

Решая квадратное уравнение, находим t1 = t2 = 1. Подста-
вив в параметрические уравнения прямой, находим точку
пересечения прямой и поверхности: (4;−3; 2). 2

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

1. Установить, что каждое из следующих уравнений
определяет окружность. Найти ее центр C и радиус R.
а) x2 + y2 − 4x + 6y − 3 = 0; б) x2 + y2 − 8x = 0;
в) x2 + y2 + 4y = 0.

О т в е т : a) C(2;−3), R = 4; б) C(4; 0), R = 4; в) C(0;−2),
R = 2.

2. Установить, что каждое из следующих уравнений
определяет эллипс. Найти его центр C, полуоси, экс-
центриситет.
а) 16x2 + 25y2 + 32x − 100y − 284 = 0;
б) 4x2 + 3y2 − 8x + 12y − 32 = 0.

О т в е т : а) C(−1; 2), a = 5, b = 4, ε = 3/5; б) C(1;−2), a =
= 4, b = 2

√
3 , ε = 1/2.

3. Установить, что каждое из следующих уравнений
определяет гиперболу. Найти его центр C, полуоси,
эксцентриситет.
а) 16x2 − 9y2 − 64x − 54y − 161 = 0;
б) 9x2 − 16y2 + 90x + 32y − 367 = 0;
в) 16x2 − 9y2 − 64x − 18y + 199 = 0.

О т в е т : а) C(2;−3), a = 3, b = 4, ε = 5/3; б) C(−5; 1), a =
= 8, b = 6, ε = 5/4; в) C(2;−1), a = 4, b = 3,
ε = 5/4.

122



4. Установить, что каждое из следующих уравнений
определяет параболу. Найти координаты его верши-
ны A и величину параметра p.
а) y2 = 4x − 8; б) x2 = 2 − y;

в) y = 4x2 − 8x − 7; г) y = −x2

6
+ 2x − 7.

О т в е т : а) A(2; 0), p = 2; б) A(0; 2), p = 1/2; в) A(1; 3),
p = 1/8; г) A(6;−1), p = 3.

5. Записать уравнения заданных кривых в полярных ко-
ординатах:
а) y = x; б) y = 1; в) x + y − 1 = 0;
г) x2 + y2 = a2; д) x2 − y2 = a2; е) x2 + y2 = ax;
ж) x2 + y2 = ay.

О т в е т : а) tg ϕ = 1; б) ρ sin ϕ = 1; в) ρ cos(ϕ − π/4) =
=

√
2 /2; г) ρ = a; д) ρ2 = a2/ cos 2ϕ; е) ρ =

= a cosϕ; ж) ρ = a sin ϕ.

6. Записать уравнения заданных кривых в декартовых
прямоугольных координатах и построить эти кривые:
а) ρ = 5; б) tg ϕ = −1; в) ρ cos ϕ = 2;
г) ρ sinϕ = 1; д) ρ = 2a cos ϕ; е) ρ = 2a sin ϕ.

О т в е т : а) x2 + y2 = 25; б) y = −x; в) x = 2; г) y = 1;
д) (x − a)2 + y2 = a2; е) x2 + (y − a)2 = a2.

7. Написать уравнение плоскости P ′, проходящей через
точку M(1; 1; 1) параллельно плоскости P : −2x+ y− z +
+ 1 = 0. Вычислить расстояние d(P, P ′).

О т в е т : 2x − y + z − 2 = 0; d = 1/
√

6 .

8. Написать уравнение плоскости, проходящей через три
заданные точки M1(1; 2; 0), M2(2; 1; 1) и M3(3; 0; 1).

О т в е т : x + y − 3 = 0.

9. Написать уравнение плоскости P ′, проходящей через
три заданные точки M1(1; 2; 0), M2(2; 1; 1) перпендику-
лярно заданной плоскости P : −x + y − 1 = 0.

О т в е т : x + y − 3 = 0.
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10. Написать уравнение плоскости, проходящей через
точку M(1; 1; 1) параллельно векторам ā1(0; 1; 2) и
ā2(−1; 0; 1).

О т в е т : −x − 2y + z = 0.

11. Найти косинус угла между плоскостями P1: −x+2y−z+
+ 1 = 0 и P2: y + 3z − 1 = 0.

О т в е т : −1/(2
√

15 ).

12. Вычислить объем пирамиды, ограниченной плоско-
стью P : 2x − 3y + 6z − 12 = 0 и координатными плос-
костями.

О т в е т : 8.

13. Написать каноническое уравнение прямой
{

x + 2y − 3z − 5 = 0,
2x − y + z + 2 = 0.

О т в е т :
x − 1

5

−1
=

y − 12
5

−7
=

z

−5
.

14. Найти проекцию точки M(0; 1; 2) на прямую

L :
x − 1

2
=

y

1
=

z + 1

0
.

О т в е т : (3/5;−1/5;−1).

15. Написать уравнение прямой, проходящей через две за-
данные точки M1(1;−2; 1) и M2(3; 1;−1).

О т в е т :
x − 1

2
=

y + 2

3
=

z − 1

−2
.

16. Найти угол между прямой
x − 4

3
=

y + 1

−2
=

z

4
и плоско-

стью x − 3y − z + 8 = 0.

О т в е т : arcsin(5/
√

319 ).

17. Написать канонические уравнения прямой, проходя-
щей через точку M(2; 0;−3) параллельно: а) вектору

q̄(2;−3; 5); б) прямой
x − 1

5
=

y + 2

2
=

z + 1

−1
; в) оси Ox;

г) оси Oz.
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О т в е т : а)
x − 2

2
=

y

−3
=

z + 3

5
; б)

x − 2

5
=

y

2
=

z + 3

−1
;

в)
x − 2

1
=

y

0
=

z + 3

0
; г)

x − 2

0
=

y

0
=

z + 3

1
.

18. Найти точки пересечения поверхности и прямой:

а)
x2

81
+

y2

36
+

z2

9
= 1 и

x − 1

3
=

y − 4

−6
=

z + 2

4
;

б)
x2

5
+

y2

3
= z и

x + 1

2
=

y − 2

−1
=

z + 3

−2
.

О т в е т : а) (3; 4;−2) и (6;−2; 2); б) общих точек нет.

19. Установить тип заданных поверхностей и построить
их:
а) z = 2x2 + 4y2; б) z2 = 2x2 + 9y2;

в) x2 + y2 = 4x; г) x2 + y2 +
z2

9
= 1;

д) x2 + y2 − z2 = 9.

О т в е т : а) эллиптический параболоид; б) конус; в) кру-
говой цилиндр; г) эллипсоид; д) однополостный
гиперболоид.
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ГЛАВА 5

КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА

§ 5.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОМПЛЕКСНОГО ЧИСЛА

Определение 5.1. Число вида

z = x + iy, (5.1)

где x и y — любые действительные числа, а i — мнимая
единица, определяемая равенством i2 = −1, называется
комплексным числом. Числа x и y называются соответ-
ственно действительной и мнимой частями комплекс-
ного числа z и обозначаются x = Re z, y = Im z.

Запись комплексного числа в виде (5.1) называется ал-
гебраической формой комплексного числа.

Если x = 0, то число 0+ iy = iy называется чисто мни-
мым; если y = 0, то число x + i · 0 = x отождествляется с
действительным числом x. Это означает, что множество R
всех действительных чисел является подмножеством мно-
жества C всех комплексных чисел, т.е. R ⊂ C.

Определение 5.2. Два комплексных числа z1 = x1+iy1 и
z2 = x2 + iy2 называются равными (z1 = z2) тогда и только
тогда, когда соответственно равны их действительные и
мнимые части: x1 = x2, y1 = y1.

Определение 5.3. Два комплексных

x

y
$ M(x, y)

r̄
y

x
ϕ

Рис. 5.1

числа z = x + iy и z = x − iy, отлича-
ющиеся только знаком мнимой части,
называются сопряженными.

Комплексное число z = x + iy
может быть изображено в декарто-
вой координатной плоскости xOy либо

точкой с абсциссой x и ординатой y, либо радиус-векто-
ром этой точки (рис. 5.1). Длина этого вектора называется
модулем комплексного числа z и обозначается |z| или r:

|z| = r =
√

x2 + y2 .
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Угол, образованный радиус-вектором числа z с поло-
жительным направлением действительной оси Ox, назы-
вается аргументом числа z и обозначается Arg z. Аргу-
мент комплексного числа z = 0 не определен. Величи-
на Arg z многозначна и определена с точностью до числа,
кратного 2π:

Arg z = arg z + 2πk, k = 0,±1,±2, ... .

Величина arg z называется главным значением аргумента
и 0 6 arg z < 2π.

Плоскость, на которой изображаются комплексные
числа, называется комплексной плоскостью. Ось абс-
цисс называется действительной осью, а ось ординат —
мнимой.

Пример 5.1. Определить множество точек, для кото-
рых: а) Re z 6 5; б) π/4 < arg z < π/3; в) Re z + Im z = 0.

Решение. а) Так как Re z = x, то точки искомого мно-
жества удовлетворяют неравенству x 6 5 (рис. 5.2).

б) Искомая область есть угол с вершиной в точке z = 0
между лучами, составляющими с действительной осью Ox
углы π/4 и π/3 (рис. 5.3).

x

y

O 5 x

y

O

π/4

π/3

x

y

O

x + y = 0

Рис. 5.2 Рис. 5.3 Рис. 5.4

в) Так как Re z = x, Im z = y, то точки искомого множе-
ства — это точки, лежащие на прямой y + x = 0 (рис. 5.4).

2

Пример 5.2. Найти модуль и главное значение аргумен-
та комплексного числа z = 1 − i.
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Решение. По формуле |z| =
√

x2 + y2 находим

|z| =
√

12 + (−1)2 =
√

2 .

Так как точка 1 − i лежит в четвертой четверти, то

ϕ = 2π − π

4
=

7π

4
. 2

§ 5.2. ДЕЙСТВИЯ НАД КОМПЛЕКСНЫМИ

ЧИСЛАМИ

Действия над комплексными числами, заданными в ал-
гебраической форме, производятся по следующим пра-
вилам:

1) сложение и вычитание:

(x1 + iy1) ± (x2 + iy2) = (x1 ± x2) + i(y1 ± y2);

2) умножение:

(x1 + iy1) · (x2 + iy2) =

= (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1);

3) деление:
x1 + y1

x2 + iy2
=

(x1 + iy1)(x2 − iy2)

(x2 + iy2)(x2 − iy2)
=

=
x1x2 + y1y2 + i(y1x2 − x1y2)

x2
2 + y2

2

=

=
x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2

+ i
x2y1 − x1y2

x2
2 + y2

2

.

Пример 5.3. Вычислить:

а) (2 + 3i) + (4 + 2i); б) (1 + i)(1 − 2i); в)
1 − i

1 + i
.

Решение. а)

(2 + 3i) + (4 + 2i) = (2 + 4) + i(3 + 2) = 6 + 5i;

б)
(1 + i)(1 − 2i) = 1 + i − 2i − 2i2 =

= 1 − i − 2 · (−1) = 3 − i;

в)
1 − i

1 + i
=

(1 − i)(1 − i)

(1 + i)(1 − i)
=

12 + i2 − 2i

1 − i2
=

−2i

2
= −i.

2
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Пример 5.4. Решить уравнение

(−5 + 2i)x − (3 − 4i)y = 2 − i.

Решение. Раскрыв скобки в левой части уравнения и
сгруппировав действительные и мнимые части, получаем

(−5x − 3y) + i(2x + 4y) = 2 − i.

Отсюда, используя условие равенства двух комплексных
чисел, приходим к системе уравнений{

−5x − 3y = 2,
2x + 4y = −1,

решая которую, находим x = −5/14, y = −1/14. 2

§ 5.3. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКАЯ

И ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФОРМЫ

КОМПЛЕКСНОГО ЧИСЛА

Тригонометрическая и показательная формы ком-
плексного числа z = x + iy имеют вид

z = r(cosϕ + i sinϕ), (5.2)

z = reiϕ, (5.3)

где r и ϕ — соответственно модуль и главное значение ар-
гумента комплексного числа z.

При умножении комплексных чисел вида (5.2) их мо-
дули перемножаются, а аргументы складываются:

z1 · z2 = r1 · r2 · [cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)]. (5.4)

Это правило справедливо для любого конечного числа
множителей. В частности,

zn = rn(cos nϕ + i sinnϕ). (5.5)

Формула (5.5) называется формулой Муавра.

Пример 5.5. Записать комплексные числа z1 = −1 + i и
z2 = −1 в тригонометрической и показательной формах.

Решение. Для z1 имеем

r = |z1| =
√

(−1)2 + 12 =
√

2 ,

arg z = arctg

(
1

−1

)
+ π = −π

4
+ π =

3π

4
,
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т.е. ϕ = 3π/4. Поэтому

−1 + i =
√

2

(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
=

√
2 ei

3π
4 .

Для z2 имеем

r = |z2| =
√

(−1)2 + 02 = 1, arg z = arg(−1) = π,

т.е. ϕ = π. Поэтому

−1 = cosπ + i sinπ = eiπ. 2

Пример 5.6. Найти (1 + i
√

3 )9.

Решение. Запишем сначала число z = 1 + i
√

3 в триго-
нометрической форме:

r =

√
1 + (

√
3 )2 = 2, arg z = arctg

√
3

1
=

π

3
;

z = 2
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
.

По формуле Муавра имеем

z9 = (1 + i
√

3 )9 = 29
[
cos
(
9
π

3

)
+ i sin

(
9
π

3

)]
=

= 29(cos 3π + i sin 3π) = 29 · (−1) = −512. 2

При делении комплексных чисел, заданных в тригоно-
метрической форме, их модули соответственно делятся, а
аргументы соответственно вычитаются:

z1

z2
=

r1(cos ϕ1 + i sinϕ1)

r2(cos ϕ2 + i sinϕ2)
=

=
r1

r2
[cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)]. (5.6)

Пример 5.7. Вычислить

(
1 + i

√
3

1 − i

)20

.

Решение. Обозначим z1 = 1 + i
√

3 . В тригонометриче-
ской форме оно имеет вид

z1 = 2
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)

(см. пример 5.6). Пусть z2 = 1−i. Используя результат при-
мера 5.2, в тригонометрической форме комплексное число
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имеет вид

z2 = 1 − i =
√

2

(
cos

7π

4
+ i sin

7π

4

)
.

Используя правило деления комплексных чисел в триго-
нометрической форме, получаем

z1

z2
=

2
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)

√
2

(
cos

7π

4
+ i sin

7π

4

) =

=
√

2

[
cos

(
−17π

12

)
+ i sin

(
−17π

12

)]
.

По формуле Муавра получим
(

1 + i
√

3

1 − i

)20

=

= (
√

2 )20
[
cos

(
−17π

12
· 20
)

+ i sin

(
−17π

12
· 20
)]

=

= 210

[
cos

(
−85π

3

)
+ i sin

(
−85π

3

)]
=

= 1024
[
cos
(
−28π − π

3

)
+ i sin

(
−28π − π

3

)]
=

= 512(1 − i
√

3 ). 2

§ 5.4. КОРЕНЬ ИЗ КОМПЛЕКСНОГО ЧИСЛА

Определение 5.4. Корнем n-й степени из комплексного
числа z называется комплексное число w, удовлетворяю-
щее равенству wn = z.

Корень n-й степени из комплексного числа z имеет n
различных значений, которые находятся по формуле

n
√

z = n
√

r

(
cos

ϕ + 2πk

n
+ i sin

ϕ + 2πk

n

)
, (5.7)

где k = 0, 1, 2, ... , n − 1. Все значения n
√

z являются верши-
нами правильного n-угольника, вписанного в окружность
радиуса n

√
r .
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Пример 5.8. Найти значения: а) 3√i ; б) 4√−1 .

Решение. а) Пусть z = i = 0 + 1 · i, тогда модуль r =
=

√
02 + 12 = 1, аргумент ϕ = π/2. В тригонометрической

форме

z = 1 ·
(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)
.

Используя формулу для извлечения корней, получаем

3√
i =

3√
1 ·


cos

π

2
+ 2πk

3
+ i sin

π

2
+ 2πk

3


 , k = 0, 1, 2.

Отсюда имеем:

w0 = cos
π

6
+ i sin

π

6
=

√
3

2
+

1

2
i,

w1 = cos
5π

6
+ i sin

5π

6
= −

√
3

2
+

1

2
i,

w2 = cos
9π

6
+ i sin

9π

6
= −i.

б) Обозначим z = −1. В тригонометрической форме

z = 1 · (cos π + i sinπ).

Следовательно,

4√−1 = cos
π + 2πk

4
+ i sin

π + 2πk

4
, k = 0, 1, 2, 3.

Получаем следующие значения корней:

w0 = cos
π

4
+ i sin

π

4
=

√
2

2
+ i

√
2

2
,

w1 = cos
3π

4
+ i sin

3π

4
= −

√
2

2
+ i

√
2

2
,

w2 = cos
5π

4
+ i sin

5π

4
= −

√
2

2
− i

√
2

2
,

w3 = cos
7π

4
+ i sin

7π

4
=

√
2

2
− i

√
2

2
. 2
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ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

1. Вычислить:
а) (2 + 3i)(3 − i); б) (1 + 2i)2; в) (1 − i)3 − (1 + i)3;

г)
2 − i

1 + i
; д)

(
1 − i

1 + i

)3

.

О т в е т : а) 9 + 7i; б) −3 + 4i; в) −4i; г)
1

2
− 3

2
i; д) i.

2. Дать геометрическое описание множеств всех точек
комплексной плоскости, удовлетворяющих следую-
щим условиям:
а) Re z > 0; б) 0 6 Im z < 1; в) | Im z| 6 2;
г) |z| < 1; д) 1 < |z + 2| 6 2; е) |z| > 1 − Re z;
ж) z = z̄.

О т в е т : а) полуплоскость x > 0; б) полоса 0 6 y < 1; в) по-
лоса |y| 6 2; г) внутренняя часть круга с центром
в начале координат и радиуса 1; д) кольцо между
двумя окружностями (x + 2)2 + y2 = 1 и (x + 2)2 +
+ y2 = 4; е) D = {(x, y)

∣∣ y2 > 1 − 2x}; ж) ось Ox.

3. Найти все значения корней:

а)
√

i ; б) 4
√
−16 ; в)

√
−1 + i

√
3 .

О т в е т : а) ±
√

2

2
(1 + i); б) ±

√
2 (1 + i), ±

√
2 (1 − i);

в) ±
√

2

2
(1 + i

√
3 ).

4. Решить уравнения:
а) z4 + 18z2 + 81 = 0; б) z2 + 2z + 5 = 0.

О т в е т : а) ±3i; б) −1 ± 2i.
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