
МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ И НАУКИ
РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ

Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение
высшего профессионального образования

«Чувашский государственный университет имени И.Н.Ульянова»

ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Методические указания и контрольные задания
для студентов-заочников технических факультетов





МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ И НАУКИ
РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ

Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение
высшего профессионального образования

«Чувашский государственный университет имени И.Н. Ульянова»

ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Методические указания и контрольные задания
для студентов-заочников технических факультетов

Чебоксары 2014



УДК 517.1(075.8), 517.9 Составители: В. Г.Агаков,
А.Н.Быкова,
Т.В.Картузова,
Н.Я.Попова,
Л.В.Селиверстова,
М.Е.Сироткина

Интегральное исчисление функции одной переменной.
Дифференциальные уравнения: метод. указания и контрольные
задания для студентов-заочников технических факультетов /
сост. В. Г. Агаков, А.Н.Быкова, Т. В.Картузова и др. — Чебок-
сары: Изд-во Чуваш. ун-та, 2014. — 64 с.

Приводятся программа изучаемого курса, контрольные задания.
Дается методика решения типовых задач.

Для студентов-заочников I и II курсов технических факультетов.

Отв. редактор канд. физ.-мат. наук, профессор В.Г.Агаков

Утверждено Учебно-методическим советом университета



1. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

1.1. ВОПРОСЫ ПРОГРАММЫ

1. Первообразная. Неопределенный интеграл, его свойства.
Таблица основных формул интегрирования. Непосредственное
интегрирование. Интегрирование по частям и подстановкой.

2. Интегрирование рациональных функций путем разложе-
ния на простейшие дроби. Интегрирование выражений, содер-
жащих тригонометрические функции. Интегрирование некото-
рых иррациональных функций.

1.2. ПЕРВООБРАЗНАЯ, ЕЕ СВОЙСТВА

Пусть функция f(x) определена на отрезке [a; b].

Определение 1.1. Функция F (x) называется первообразной
относительно функции f(x), если в любой точке отрезка [a; b]
F ′(x) = f(x).

Пример 1.1. Функция F (x) = x3 является первообразной
для функции f(x) = 3x2, так как (x3)′ = 3x2, (−∞ < x < +∞).

Если функция F (x) является первообразной для функции
f(x), то и все функции вида F (x) + C, где C — произвольное
постоянное число, являются первообразными для f(x).

Задача отыскания всех первообразных функций f(x) реша-
ется нахождением какой-нибудь одной из них.

1.3. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

Определение 1.2. Совокупность всех первообразных функ-
ций для данной функции f(x) называется неопределен-
ным интегралом от функции f(x) и обозначается символомr

f(x) dx, т.е.w
f(x) dx = F (x) + C, (1.1)
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где F (x) — одна из первообразных для функции f(x); C — про-
извольная постоянная.

Функцию f(x) называют подынтегральной функцией,
f(x) dx — подынтегральным выражением, а переменную x —
переменной интегрирования.

1.4. СВОЙСТВА НЕОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

1.
(w

f(x) dx
)′

= f(x).

2. d
(w

f(x) dx
)

= f(x) dx.

3.
w

dF (x) = F (x) + C.

4.
w

kf(x) dx = k
w

f(x) dx, где k — постоянная.

5.
w

(f1(x) ± f2(x)) dx =
w

f1(x) dx ±
w

f2(x) dx.

1.5. ТАБЛИЦА ОСНОВНЫХ ИНТЕГРАЛОВ

1.
w

dx = x + C.

2.
w

xαdx =
xα+1

α + 1
+ C, α 6= −1, α ∈ R.

3.
w dx

x
= ln |x| + C, x 6= 0.

4.
w

exdx = ex + C.

5.
w

axdx =
ax

ln a
+ C, 0 < a 6= 1.

6.
w

sin x dx = − cosx + C.

7.
w

cosx dx = sinx + C.

8.
w dx

cos2 x
= tg x + C, x 6= π

2
+ πn, n ∈ Z.

9.
w dx

sin2 x
= − ctg x + C, x 6= πn, n ∈ Z.

10.
w dx

1 + x2
= arctg x + C.
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11.
w dx

a2 + x2
=

1

a
arctg

x

a
+ C.

12.
w dx√

1 − x2
= arcsinx + C.

13.
w dx√

a2 − x2
= arcsin

x

a
+ C.

14.
w dx

x2 − a2
=

1

2a
ln

∣

∣

∣

∣

x − a

x + a

∣

∣

∣

∣

+ C, |x| 6= 1, a 6= 0.

15.
w dx√

x2 ± a2
= ln

∣

∣

∣
x +

√

x2 ± a2
∣

∣

∣
+ C.

16.
w dx

sin x
= ln

∣

∣

∣
tg

x

2

∣

∣

∣
+ C.

17.
w dx

cosx
= ln

∣

∣

∣tg
(π

4
+

x

2

)∣

∣

∣+ C.

18.
w

tg x dx = − ln | cosx| + C.

19.
w

ctg x dx = ln | sin x| + C.

1.6. МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

1. МЕТОД НЕПОСРЕДСТВЕННОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ. Метод
основан на том, что некоторые интегралы можно найти с по-
мощью свойств неопределенного интеграла, тождественных
преобразований подынтегральной функции и подынтегрального
выражения, применяя таблицу интегралов.

Пример 1.2. Найти
w dx

4 + x2
.

Решение. По формуле 11, где a = 2, находим
w dx

4 + x2
=

w dx

22 + x2
=

1

2
arctg

x

2
+ C.

Пример 1.3. Найти
w (

2x3 + 3 sinx − 2√
1 − x2

)

dx.

Решение. Применив свойства 4 и 5, получим табличные ин-
тегралы 2, 6, 12:

2
w

x3dx + 3
w

sinx dx − 2
w dx√

1 − x2
=

5



=
2

4
x4 +3(− cosx)−2 arcsinx+C =

1

2
x4−3 cosx−2 arcsinx+C.

Замечание. Проверка правильности нахождения неопреде-
ленного интеграла производится с помощью дифференцирова-
ния полученного результата (свойство 1):

(

1

2
x4 − 3 cosx − 2 arcsinx + C

)′

=

=
1

2
· 4x3 + 3 sinx − 2√

1 − x2
= 2x3 + 3 sinx − 2√

1 − x2
.

Если производная совпадает с подынтегральной функцией, то
интегрирование произведено верно.

Пример 1.4. Найти
w (

3
√

x +
1
4
√

x

)2

dx.

Решение. Заменим корни степенями с дробными показате-
лями, возведем во вторую степень и применим формулу 2. По-
лучим

w (
3
√

x +
1
4
√

x

)2

dx =
w (

x
1
3 + x− 1

4

)2

dx =

=
w (

x
2
3 + 2x

1
3−

1
4 + x−

1
2

)

dx =
w

x
2
3 dx+2

w
x

1
12 dx+

w
x−

1
2 dx =

=
x

2
3+1

2

3
+ 1

+ 2
x

1
12+1

1

12
+ 1

+
x−

1
2+1

−1

2
+ 1

+ C =
3

5
x

5
3 +

24

13
x

13
12 + 2x

1
2 + C =

=
3

5

3√
x5 +

24

13

12√
x13 + 2

√
x + C.

Пример 1.5. Найти
w sin2 x

cos6 x
dx.

Решение.w sin2 x

cos6 x
dx =

w sin2 x

cos2 x
· 1

cos2 x
· dx

cos2 x
=

w
tg2 x(1+tg2 x)

dx

cos2 x
=

=
w

tg2 x(1 + tg2 x)d(tg x) =
1

3
tg3 x +

1

5
tg5 x + C.

2. МЕТОД ЗАМЕНЫ ПЕРЕМЕННОЙ. Состоит в том, что подын-
тегральное выражение f(x) dx иногда можно упростить, введя
вместо x новую переменную. Пусть x = ϕ(t), где функция ϕ(t) —
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дифференцируемая по t и имеющая обратную функцию. Тогда
справедлива формулаw

f(x) dx =
w

f [ϕ(t)]ϕ′(t) dt.

Пример 1.6. Найти
w

(2x + 3)5dx.

Решение. Сделаем замену 2x + 3 = t, тогда 2x = t − 3, dx =
= 1

2d(t − 3) = 1
2dt. Имеем

w
(2x + 3)5dx =

1

2

w
t5dt =

1

2
· t6

6
+ C =

1

12
(2x + 3)6 + C.

Пример 1.7. Найти
w

xex2+1dx.

Решение. Сделаем замену x2 + 1 = t, тогда 2x dx = dt или
x dx = 1

2dt. Получим
w

xex2+1dx =
w

et · 1

2
dt =

1

2

w
etdt =

1

2
et + C =

1

2
ex2+1 + C.

Пример 1.8. Найти
w x dx√

4− x4
.

Решение. Обозначим x2 = t, тогда 2x dx = dt или x dx = 1
2dt.

Получим
w x dx√

4 − x4
=

1

2

w dt√
4 − t2

=
1

2
arcsin

t

2
+ C =

1

2
arcsin

x2

2
+ C.

3. МЕТОД ИНТЕГРИРОВАНИЯ ПО ЧАСТЯМ. Пусть u = u(x) и
v = v(x) — дифференцируемые функции от x, тогда имеет место
формулаw

u dv = uv −
w

v du. (1.2)

Суть этого метода состоит в том, чтобы представить подын-
тегральное выражение f(x) dx в виде произведения множителей
u и dv (при этом dx входит в dv) таким образом, чтобы вновь по-
лученный интеграл оказался не труднее данного.

Пример 1.9. Найти
w

xexdx.

Решение. Пусть u = x, dv = exdx. Тогда du = dx, v =
r

exdx =
= x. (Здесь C полагают равным нулю.) Имеемw

xexdx = xex −
w

exdx = xex − ex + C.
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Формула интегрирования по частям может применяться
неоднократно.

Пример 1.10. Найти
w

x2 sin x dx.

Решение. Пусть u = x, sin x dx = dv. Тогда du = 2x dx, v =
=

r
sin x dx = − cosx. Получимw

x2 sin x dx = −x2 cosx +
w

cosx · 2x dx.

Последний интеграл
r

2x cosx dx также берем по частям: u = 2x,
dv = cosx dx. Отсюда du = 2dx, v =

r
cosx dx = sin x. Имеемw

x2 sin x dx = −x2 cosx +
(

2x sin x −
w

2 sinx dx
)

=

= −x2 cosx + 2x sin x + 2 cosx + C.

Пример 1.11. Найти
w

x arctg x dx.

Решение.

w
x arctg x dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u = arctg x, du =
dx

1 + x2
,

dv = x dx, v =
w

x dx =
x2

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=
x2

2
arctg x− 1

2

w x2

1 + x2
dx =

x2

2
arctg x− 1

2

w (x2 + 1) − 1

x2 + 1
dx =

=
x2

2
arctg x − 1

2
x +

1

2
arctgx + C.

1.7. ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ДРОБЕЙ

1. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ (ПРОСТЕЙШИХ) ДРО-
БЕЙ. К таким дробям относят дроби следующих четырех видов:

1)
A

x − a
;

2)
A

(x − a)m
, m > 1, m ∈ N;

3)
Ax + B

x2 + px + q
, D =

p2

4
− q < 0;

4)
Ax + B

(x2 + px + q)m
, m > 1, m ∈ N, D =

p2

4
− q < 0.
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Здесь A, B, p, q — действительные числа, а квадратный трех-
член x2 + px + q не имеет действительных корней (дискрими-
нант D < 0).

Интегрирование дробей 1-го и 2-го типов видно из следую-
щих равенств:

1)
w A

x − a
dx = A

w dx

x − a
= A

w d(x − a)

x − a
= A ln |x − a| + C;

2)
w A

(x − a)m
dx = A

w
(x − a)−mdx = A

w
(x − a)−md(x − a) =

=
A

(1 − m)(x − a)m−1
+ C.

Интегрирование дробей 3-го типа рассмотрим на примерах,
а интегрирование дробей 4-го типа рассматривать не будем.
Интересующихся мы отсылаем к более подробным пособиям и
учебникам по высшей математике (см. список литературы).

Пример 1.12. Найти
w 2x + 5

x2 + x + 1
dx.

Решение. Пусть x2 + x + 1 = t, тогда (2x + 1)dx = dt. Имеем
w 2x + 5

x2 + x + 1
dx =

w 2x + 1

x2 + x + 1
dx + 4

w dx

x2 + x + 1
= I1 + I2.

I1 =
w 2x + 1

x2 + x + 1
dx =

w dt

t
= ln |t| + C1 = ln(x2 + x + 1) + C1.

Выделим полный квадрат в трехчлене:

x2 + x + 1 = x2 + 2x · 1

2
+

1

4
+

3

4
=

(

x +
1

2

)2

+
3

4
.

Теперь положим x +
1

2
= t, x = t − 1

2
, dx = dt.

I2 = 4
w dx

x2 + x + 1
= 4

w dx
(

x +
1

2

)2

+
3

4

= 4
w dt

t2 +

(
√

3

2

)2 .

Используя формулу 11 в таблице интегралов, получим

I2 = 4 · 1√
3/2

arctg
t√
3/2

+ C2 =
8√
3

arctg
2t√
3

+ C2.

Итак,
w 2x + 5

x2 + x + 1
dx = ln(x2+x+1)+

8√
3

arctg
2t√
3
+C, C = C1+C2.
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Замечание. Прием выделения полного квадрата в трех-
члене используется и в том случае, когда этот трехчлен нахо-
дится в знаменателе под знаком корня.

Пример 1.13. Найти
w dx√

1 + 2x − 2x2
.

Решение. Имеем

1+2x−2x2 = −
(

x2 − x − 1

2

)

= −2

(

x2 − 2x · 1

2
+

1

4
− 1

4
− 1

2

)

=

= −2

(

(

x − 1

2

)2

− 3

4

)

= −2

(

x − 1

2

)2

+
3

2
,

где x − 1

2
= t, dx = dt. Следовательно,

w dx√
1 + 2x − 2x2

=
w dt
√

3

2
− 2t2

=
w dt
√

2

(

3

4
− t2

)

=

=
1√
2

w dt
√

3
4 − t2

=
1√
2

arcsin
t√
3/2

+ C =

=
1√
2

arcsin

2

(

x − 1

2

)

√
3

+ C =
1√
2

arcsin
2x − 1√

3
+ C.

2. ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ДРОБЕЙ. Рациональ-
ной дробью называется отношение двух многочленов:

Pm(x)

Qn(x)
=

amxm + am−1x
m−1 + ... + a1x + a0

bnxn + bn−1xn−1 + ... + b1x + b0
.

Если m < n, то дробь называется правильной, при m > n дробь
называется неправильной.

Если заданная дробь неправильная, то следует из нее пред-
варительно выделить целую часть. Для этого надо числитель
разделить на знаменатель.

В дальнейшем мы будем рассматривать правильные дроби.
Чтобы проинтегрировать правильную дробь, необходимо раз-
ложить ее на сумму простейших дробей. Для этого надо вспом-
нить, что каждый многочлен ненулевой степени с действитель-
ными коэффициентами можно разложить в произведение мно-
гочленов первой и второй степеней, причем множители второй
степени не имеют действительных корней:
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Qn(x) = bn(x − x1)
r1(x − x2)

r2 ...(x − xk)rk ×

× (x2 + p1x + q1)
s1 (x2 + p2x + q2)

s2 ...(x2 + plx + ql)
sl .

Тогда дробь

Pm(x)

Qn(x)
=

Pm(x)

bn(x − x1)r1 ...(x − xk)rk ...(x2 + plx + ql)sl

разлагается на сумму элементарных дробей, при этом каждому
множителю вида (x − x0)

r ставится в соответствие сумма эле-
ментарных дробей

A1

x − x0
+

A1

(x − x0)2
+ ... +

Ar

(x − x0)r
,

а каждому множителю типа (x2+px+q)s — сумма элементарных
дробей

B1x + C1

x2 + px + q
+

B2x + C2

(x2 + px + q)2
+ ... +

Bsx + Cs

(x2 + px + q)s
.

Коэффициенты Ai, Bk, Ck (i = 1, ... , r, k = 1, ... , s) в разложении
рациональной дроби находятся с помощью метода неопределен-
ных коэффициентов. Применение этого метода рассмотрим на
примерах.

Пример 1.14. Найти
w (x + 1)3

x(x − 1)2
dx.

Решение. Рациональная дробь

P3(x)

Q3(x)
=

(x + 1)3

x(x − 1)2

неправильная. Выделим целую часть, разделив числитель на
знаменатель столбиком:

(x + 1)3 = x3 + 3x2 + 3x + 1, x(x − 1)2 = x3 − 2x2 + x;

(x + 1)3

x(x + 1)2
= 1 +

5x2 + 2x + 1

x(x − 1)2
.

Теперь правильную дробь

5x2 + 2x + 1

x(x − 1)2

разложим на сумму простейших дробей:

5x2 + 2x + 1

x(x − 1)2
=

A

x
+

B

x − 1
+

C

(x − 1)2
,
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где A, B, C неизвестны. Приводим правую часть к общему зна-
менателю, получим дробь

A(x − 1)2 + Bx(x − 1) + Cx

x(x − 1)2
.

Две дроби с одинаковыми знаменателями равны, если тожде-
ственно равны их числители, поэтому

5x2 + 2x + 1 ≡ A(x − 1)2 + Bx(x − 1) + Cx;

5x2 + 2x + 1 ≡ (A + B)x2 + (−2A − B + C)x + A.

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях x в обеих
частях записанного тождества. Получим систему трех уравне-
ний с тремя неизвестными A, B, C:







A + B = 5,
−2A− B + C = 2,
A = 1.

Решая эту систему, находим A = 1, B = 4, C = 8. Таким образом,

(x + 1)3

x(x − 1)2
= 1 +

1

x
+

4

x − 1
+

8

(x − 1)2
.

Итак,
w (x + 1)3

x(x − 1)2
dx =

w (
1 +

1

x
+

4

x − 1
+

8

(x − 1)2

)

dx =

=
w

dx +
w 1

x
dx + 4

w dx

x − 1
+ 8

w dx

(x − 1)2
=

= x + ln |x| + 4 ln |x − 1| − 8

x − 1
+ C.

Пример 1.15. Найти
w x dx

(x − 1)(x2 + x + 1)
.

Решение. Подынтегральная функция
x

(x − 1)(x2 + x + 1)

есть правильная дробь. Знаменатель этой дроби разложен на
простейшие множители. Представим эту дробь в виде суммы
простейших дробей:

x

(x − 1)(x2 + x + 1)
=

A

x − 1
+

Bx + C

x2 + x + 1
=

=
A(x2 + x + 1) + (Bx + C)(x − 1)

(x − 1)(x2 + x + 1)
;
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x ≡ A(x2 + x + 1) + (Bx + C)(x − 1) =

= (A + B)x2 + (A − B + C)x + A − C.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x, полу-
чим систему уравнений







A + B = 0,
A − B + C = 1,
A − C = 0.

Решая эту систему, находим A = 1/3, B = −1/3, C = 1/3. Следо-
вательно,

x

(x − 1)(x2 + x + 1)
=

1

3
x − 1

+
−1

3
x +

1

3
x2 + x + 1

.

Поэтому
w x dx

(x − 1)(x2 + x + 1)
=

1

3

w dx

x − 1
− 1

3

w x − 1

x2 + x + 1
dx =

=
1

3
ln |x − 1| − 1

3
I1, где I1 =

w x − 1

x2 + x + 1
dx.

Сделаем замену x2 + x + 1 = t, тогда (2x + 1)dx = dt. Получим
w x − 1

x2 + x + 1
dx =

1

2

w 2x − 2

x2 + x + 1
dx =

1

2

w (2x + 1) − 3

x2 + x + 1
dx =

=
1

2

w 2x + 1

x2 + x + 1
dx − 3

2

w dx

x2 + x + 1
=

=
1

2

w dt

t
−3

2

w dx
(

x +
1

2

)2

+
3

4

=
1

2
ln |t|−3

2
· 2√

3
arctg

x +
1

2√
3

2

+C =

=
1

2
ln |x2 + x + 1| −

√
3 arctg

2x + 1√
3

+ C.

Итак,
x dx

(x − 1)(x2 + x + 1)
=

=
1

3
ln |x − 1| − 1

3

(

1

2
ln |x2 + x + 1| −

√
3 arctg

2x + 1√
3

+ C

)

.
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1.8. ИНТЕГРИРОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

1. ИНТЕГРАЛЫ ВИДА
r

sinm

x cosn x dx, ГДЕ m И n — НАТУ-
РАЛЬНЫЕ ЧИСЛА. В зависимости от четности m и n используют-
ся следующие варианты:

1) m — четное, n — нечетное: подстановка t = sinx;
2) m — нечетное, n — четное: подстановка t = cosx;
3) m и n — оба нечетные: любая из подстановок 1 или 2;
4) m и n — оба четные: понизить степени тригонометриче-

ских функций и в полученной сумме проверить каждое слагае-
мое по пп. 1–3.

Пример 1.16. Найти
w

sin5 x cos2 x dx.

Решение. Согласно п. 2 выполним подстановку t = cosx. По-
лучим dt = − sin x dx, sin4 x = (1 − t2)2. Отсюда имеемw

sin5 x cos2 x dx = −
w

(1 − t2)2t2dt = −
w

(t2 − 2t4 + t6)dt =

=
2

5
t5 − 1

3
t3 − 1

7
t7 + C = cos3 x

(

2

5
cos2 x − 1

7
cos4 x − 1

3

)

+ C.

2. ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ ОТНОСИ-
ТЕЛЬНО sin x И cos x: R(sin x, cos x). Такие функции приводят-
ся к рациональным дробям подстановкой tg(x/2) = t, которая
называется универсальной. При этом sin x и cosx выражаются
через tg(x/2) = t следующим образом:

sin x = 2 sin
x

2
cos

x

2
=

2 tg
x

2

1 + tg2 x

2

=
2t

1 + t2
,

cosx = cos2
x

2
− sin2 x

2
=

1 − tg2 x

2

1 + tg2 x

2

=
1 − t2

1 + t2
,

x

2
= arctg t, x = 2 arctg t, dx =

2dt

1 + t2
.

Таким образом,

R(sin x, cosx)dx = R

(

2t

1 + t2
,
1 − t2

1 + t2

)

2dt

1 + t2
.
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Пример 1.17. Найти
w sin x

sinx + 2
dx.

Решение.
w sin x

sinx + 2
dx =

w (sin x + 2) − 2

sin x + 2
dx =

w
dx − 2

w dx

sin x + 2
=

= x − 2
w 2dt

1 + t2

2t

1 + t2
+ 2

= x − 4
w dt

1 + t2

2t2 + 2t + 2

1 + t2

=

= x − 4
w dt

2t2 + 2t + 2
= x − 2

w dt

t2 + t + 1
=

= x − 2
w dt
(

t +
1

2

)2

+
3

4

= x − 2 · 1√
3

2

arctg
t +

1

2√
3

2

+ C =

= x − 4√
3

arctg
2t + 1√

3
+ C = x − 4√

3
arctg





2 tg
x

2
+ 1

√
3



+ C.

Пример 1.18. Найти
w sin3 x

2 + cos2 x
dx.

Решение. Так как

(− sin x)3

2 + (− cosx)2
= − sin3 x

2 + cos2 x
,

то делаем подстановку cosx = t. Имеем sinx dx = dt, поэтому
w sin3 x

2 + cos2 x
dx =

w sin2 x sin x dx

2 + cos2 x
=

w 1 − cos2 x

2 + cos2 x
sinx dx =

= −
w 1 − t2

2 + t2
dt =

w t2 − 1

t2 + 2
dt =

w (
1 − 3

t2 + 2

)

dt =

= t − 3√
2

arctg
t√
2

+ C = cosx − 3√
2

arctg

(

cosx√
2

)

+ C.
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1.9. ИНТЕГРИРОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ

ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ ВЫРАЖЕНИЙ

1. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ ВИДА R(x,
n
√

ax + b). Инте-
грал от такой функции приводится к интегралу от рациональ-
ной дроби подстановкой ax + b = tn. Тогда

x =
tn − b

a
, dx =

n

a
tn−1dt

и
w

R(x,
n√

ax + b)dx =
w

R

(

tn − b

a
, t

)

n

a
tn−1dt.

Пример 1.19. Найти
w x√

x + 1
dx.

Решение. Положим x + 1 = t2. Тогда x = t2 − 1 и dx = 2t dt,
w x dx√

x + 1
=

w (t2 − 1)2t dt

t
= 2

w
(t2 − 1)dt = 2

(

t3

3
− t

)

+ C =

=
2

3
(x + 1)

3
2 − 2(x + 1)

1
2 + C =

2

3

√

(x + 1)3 − 2
√

x + 1 + C.

2. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ ВИДА R

(

x,
m

√

ax + b

cx + d

)

,

ГДЕ ad − bc 6= 0. В этом случае делаем подстановку вида

ax + b

cx + d
= tm,

откуда

x =
tmd − b

a − tmc
и dx =

mdtm−1(a − tmc) + mtm−1c(tmd − b)

(a − tmc)2
dt.

Пример 1.20. Найти
w √1 + x

1 − x

dx

x
.

Решение. Пусть
1 + x

1 − x
= t2, откуда

x =
t2 − 1

t2 + 1
, dx =

2t(t2 + 1) − 2t(t2 − 1)

(t2 + 1)2
dt =

4t

(t2 + 1)2
dt.

Тогда
w √1 + x

1 − x

dx

x
=

w
t

4t

(t2 + 1)2
t2 + 1

t2 − 1
dt = 4

w t2dt

(t2 + 1)(t2 − 1)
=
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= 2
w (t2 − 1) + (t2 + 1)

(t2 + 1)(t2 − 1)
dt = 2

w dt

t2 + 1
+ 2

w dt

t2 − 1
=

= 2 arctg t+2·1
2

ln

∣

∣

∣

∣

t − 1

t + 1

∣

∣

∣

∣

+C = 2 arctg

√

1 + x

1 − x
+ln

√

1 + x

1 − x
− 1

√

1 + x

1 − x
+ 1

+

+ C = 2 arctg

√

1 + x

1 − x
+ ln

√
1 + x −

√
1 − x√

1 + x +
√

1 − x
+ C.

3. Если подынтегральная функция является рациональным
выражением относительно x и различных корней одной и той
же линейной функции ax + b, т.е. R(x, n

√
ax + b, m

√
ax + b, ...), то

применяют подстановку ax+b = rk, где k — наименьшее кратное
всех показателей n, m, ... .

Пример 1.21. Найти
w 4

√
x + 1√

x + 1 + 3
√

x + 1
dx.

Решение. Положим x + 1 = t12. Тогда 4
√

x + 1 = t3,
√

x + 1 =
= t6, 3

√
x + 1 = t4, x = t12 − 1, dx = 12t11dt. Получим

w 4
√

x + 1√
x + 1 + 3

√
x + 1

dx =
w t3 · 12t11dt

t6 + t4
= 12

w t14

t4(t2 + 1)
dt =

= 12
w t10

t2 + 1
dt = 12

w (
t8 − t6 + t4 − t2 + 1 − 1

t2 + 1

)

dt =

= 12

(

t9

9
− t7

7
+

t5

5
− t3

3
+ t − arctg t + C

)

=

=
12

9
12
√

(x + 1)9 − 12

7
12
√

(x + 1)7 +
12

5
12
√

(x + 1)5 −

− 4 4
√

x + 1 + 12 12
√

x + 1 − 12 arctg 12
√

x + 1 + C.
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2. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

2.1. ВОПРОСЫ ПРОГРАММЫ

1. Задачи, приводящие к понятию определенного интегра-
ла. Определенный интеграл как предел интегральных сумм.
Основные свойства определенного интеграла.

2. Производная интеграла по верхнему пределу. Формула
Ньютона—Лейбница.

3. Вычисление определенного интеграла: интегрирование
по частям и подстановкой. Приближенное вычисление опре-
деленного интеграла: формулы прямоугольников, трапеций и
Симпсона.

4. Приложения определенных интегралов к вычислению
площадей плоских фигур, длин дуг кривых, объемов тел и пло-
щадей поверхностей вращения. Физические приложения опре-
деленного интеграла.

5. Несобственные интегралы с бесконечными пределами.
Несобственные интегралы от неограниченных функций, основ-
ные свойства. Абсолютная и условная сходимости. Признаки
сходимости.

2.2. ПОНЯТИЕ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

К понятию определенного интеграла приводят многие зада-
чи механики, физики, геометрии и другие. Не имея возможно-
сти останавливаться на решении этих важных задач, мы огра-
ничимся общим подходом к их решению.

Пусть функция y = f(x) определена на отрезке [a; b]. Разо-
бьем произвольным образом отрезок [a; b] на n частей точками
x1, x2, ... , xn−1, где a = x0 < x1 < x2 < ... < xn−1 < xn = b. Дли-
ны полученных элементарных отрезков обозначим через ∆xi =
= xi − xi−1 (i = 1, ... , n).

На каждом из таких отрезков выберем произвольную точку
ξi, xi−1 < ξi < xi, i = 1, ... , n.
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Вычислим значения функции f(x) в этих точках и соста-
вим произведение полученных значений функций на длины со-
ответствующих элементарных отрезков: f(ξi)∆xi, i = 1, ... , n.

Сумма Sn всех таких произведений называется интеграль-
ной суммой для функции f(x), составленной на отрезке [a; b]:

Sn =

n
∑

i=1

f(ξi)∆xi. (2.1)

Интегральная сумма зависит от способа разбиения отрез-
ка [a; b] на части и от выбора точек ξi. Поэтому для функции
f(x) может быть составлено бесконечное множество интеграль-
ных сумм.

Определение 2.1. Предел, к которому стремится инте-
гральная сумма (2.1), когда наибольшая из длин элементар-
ных отрезков стремится к нулю, называется определенным

интегралом
br
a

f(x) dx от функции f(x) на отрезке [a; b]:

bw

a

f(x) dx = lim
max∆xi→0

Sn = lim
max∆xi→0

n
∑

i=1

f(ξi)∆xi, (2.2)

если этот предел существует и конечен.

В записи определенного интеграла (2.2) a и b называются
нижним и верхним пределами интегрирования, отрезок [a; b] —
отрезком интегрирования, f(x) называется подынтегральной
функцией, а f(x) dx — подынтегральным выражением.

Кроме того, по определению полагаем:

1)
bw

a

f(x) dx = −
aw

b

f(x) dx, если a > b;

2)
aw

a

f(x) dx = 0.

Теорема 2.1 (о существовании определенного интеграла).
Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a; b], то опреде-

ленный интеграл
br

a

f(x) dx существует.
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2.3. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛЕННОГО

ИНТЕГРАЛА

1.
bw

a

dx = b − a.

2.
bw

a

[f1(x) + f2(x)]dx =

bw

a

f1(x) dx +

bw

a

f2(x) dx.

3.
bw

a

kf(x) dx = k

bw

a

f(x) dx, где k — произвольная постоянная.

4.
bw

a

f(x) dx = −
aw

b

f(x) dx для любых a и b.

5.
bw

a

f(x) dx =

cw

a

f(x) dx +

bw

c

f(x) dx для любых a, b, c.

6. Если f(x) > 0, f(x) 6= 0, то
bw

a

f(x) dx > 0.

7. Если f(x) 6 ϕ(x), f(x) 6≡ ϕ(x) на отрезке [a; b], то

bw

a

f(x) dx <

bw

a

ϕ(x) dx.

8.

∣

∣

∣

∣

∣

bw

a

f(x) dx

∣

∣

∣

∣

∣

6

bw

a

|f(x)|dx, a < b.

9. Если функция f(x) непрерывна на [a; b], то на этом отрез-
ке найдется по крайней мере одна точка x0 такая, что

bw

a

f(x) dx = f(x0)(b − a).

2.4. ФОРМУЛА НЬЮТОНА—ЛЕЙБНИЦА

В теории определенного интеграла видное место занимает
теорема о производной определенного интеграла с переменным
верхним пределом по этому пределу.
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Рассмотрим определенный интеграл
xr
a

f(t) dt, где x — неко-

торое число, принадлежащее отрезку [a; b]; t — переменная ин-
тегрирования. Пусть x произвольно изменяется на [a; b]. Тогда

интеграл
xr
a

f(t) dt становится функцией от x:
xr
a

f(t) dt ≡ Φ(x).

Интеграл Φ(x) называется определенным интегралом с пе-
ременным верхним пределом. Легко доказать, что

dΦ(x)

dx
=

d

dx

(

xw

a

f(t) dt

)

= f(x).

Следовательно, функция Φ(x) является первообразной для
функции f(x) на [a; b].

Теорема 2.2 (Ньютона—Лейбница). Если функция y = f(x)
непрерывна на отрезке [a; b] и F (x) — некоторая ее первооб-
разная, то имеет место формула

bw

a

f(x) dx = F (x)
∣

∣

b

a
= F (b) − F (a).

Доказательство. Из предыдущего Φ(x) =
xr
a

f(t) dt — перво-

образная для f(x). Но две первообразные для одной и той же
функции отличаются на постоянную:

Φ(x) = F (x) + C. (2.3)

Значение постоянной C можно найти так. Положим в равен-
стве (2.3) x = a. Получим Φ(a) = F (a) + C. Так как

Φ(a) ≡
aw

a

f(t) dt = 0,

то 0 = F (a) + C, откуда C = −F (a). Таким образом, Φ(x) =
= F (x) − F (a). Положим в последнем равенстве x = b, получим

Φ(b) =

bw

a

f(t) dt = F (b) − F (a). (2.4)

Равенство (2.4) называется формулой Ньютона—Лейбница.
Итак, чтобы вычислить определенный интеграл, необходи-

мо найти первообразную для подынтегральной функции и вы-
числить разность ее значений в точках верхнего и нижнего пре-
делов интегрирования.
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Пример 2.1. Вычислить определенный интеграл
3w

1

(x4+2x)dx.

Решение. Имеем
3w

1

(x4 + 2x)dx =

(

x5

5
+

2x2

2

)

∣

∣

∣

3

1
=

1

5
· 35 + 32 − 1

5
· 15 − 12 =

=
243

5
+ 9 − 1

5
− 1 =

242

5
+ 8 =

242 + 40

5
=

282

5
.

2.5. МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО

ИНТЕГРАЛА

1. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ЧАСТЯМ. В определенном интервале
имеет место формула

bw

a

u(x) dv = [u(x)v(x)]
∣

∣

b

a
−

bw

a

v(x) du, (2.5)

называемая формулой интегрирования по частям.

Пример 2.2. Вычислить
2w

0

xexdx.

Решение. Применяя формулу (2.5), получим
2w

0

xexdx =

2w

0

x d(ex) = xex
∣

∣

2

0
−

2w

0

exdx = 2e2 − ex
∣

∣

2

0
=

= 2e2 − e2 + e0 = e2 + 1.

2. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННОЙ В ОПРЕДЕЛЕННОМ ИНТЕГРАЛЕ

Очень часто для вычислений определенного интеграла
br
a

f(x) dx

от непрерывной функции f(x) требуется заменить x = ϕ(t).
Если:
а) ϕ(α) = a, ϕ(β) = b;
б) ϕ(t) и ϕ′(t) непрерывны на [α; β];
в) f [ϕ(t)] определена и непрерывна на [α; β],

то
bw

a

f(x) dx =

βw

α

f [ϕ(t)]ϕ′(t) dt.
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Отметим, что этот метод интегрирования не требует воз-
вращения к старой переменной x — мы сразу получаем искомое
значение данного интеграла.

Пример 2.3. Вычислить
3w

1

dx

1 +
√

5x − 1
.

Решение. Сделаем замену переменной:

5x − 1 = t2, dx =
2t

5
dt =

2

5
t dt.

Определим новые пределы интегрирования: если x = 1, то t = 2,
если x = 3, то t =

√
14. Следовательно,

3w

1

dx

1 +
√

5x − 1
=

2

5

√
14w

2

t dt

1 + t
=

2

5

√
14w

2

(t + 1) − 1

t + 1
dt =

=
2

5

√
14w

2

(

1 +
1

t + 1

)

dt =
2

5
(t − ln |t + 1|)

∣

∣

∣

√
14

2
=

=
2

5
(
√

14− ln(
√

14 + 1)− 2 + ln 3) =
2

5

(√
14− 2 + ln

3√
14 + 1

)

.

2.6. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ

ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

1. ПЛОЩАДЬ ПЛОСКОЙ ФИГУРЫ. Будем называть криволи-
нейной трапецией фигуру, ограниченную графиком непрерыв-
ной функции y = f(x) (f(x) > 0), двумя прямыми x = a и x = b
и осью Ox (рис. 2.1).

x

y

O

y = f(x)

a b

S

Рис. 2.1

x

y

O

y = f(x)

a b

S

Рис. 2.2
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Площадь такой фигуры вычисляется по формуле

S =

bw

a

f(x) dx. (2.6)

Если функция f(x) отрицательная, то интеграл, взятый по
абсолютной величине, равен площади фигуры, изображенной
на рис. 2.2.

Площадь фигуры (рис. 2.3), ограниченной графиками непре-
рывных функций y1 = f1(x) и y2 = f2(x), f1(x) > f2(x), и двумя
прямыми x = a, x = b, равна

S =

bw

a

[f1(x) − f2(x)]dx.

x

y

O

y1 = f1(x)

y2 = f2(x)

a b

S

x

y

O

y1 = f1(x)

y2 = f2(x)

a
b

S

Рис. 2.3

Пример 2.4. Вычислить площадь четвертой части эллипса

x2

a2
+

y2

b2
= 1.

Решение. Решим уравнение эллипса относительно y. Для
первой четверти y = (b/a)

√
a2 − x2. Тогда

S =

aw

0

b

a

√

a2 − x2dx.

Применим тригонометрическую подстановку x = a sin t. Тогда

a2 − x2 = a2 − a2 sin2 t = a2 cos2 t, dx = a cos t dt.

Определим новые пределы интегрирования. При x = 0 имеем
t = 0 и при x = a получим t = π/2. Тогда

S =

aw

0

b

a

√

a2 − x2dx =
b

a

π/2w

0

a cos t a cos t dt = ab

π/2w

0

cos2 t dt =

24



= ab

π/2w

0

1 + cos 2t

2
dt =

ab

2





π/2w

0

dt +

π/2w

0

cos 2t dt



 =

=
1

2
ab · π

2
+

1

4
ab sin 2t

∣

∣

∣

π/2

0
=

1

4
πab.

Иногда удобно использовать

x

y

O

x = g(y)d

c

S

Рис. 2.4

формулу, аналогичную (2.6), но по
переменной y, считая x функцией
от y. Тогда площадь криволиней-
ной трапеции (рис. 2.4) находится
по формуле

S =

dw

c

g(y) dy.

Если криволинейная трапеция
ограничена сверху кривой, имею-
щей параметрические уравнения x = x(t), y = y(t), где t меня-
ется от t1 до t2, прямыми x = a, x = b и осью Ox, то ее площадь
вычисляется по формуле

S =

t2w

t1

y(t)x′
t dt. (2.7)

Пределы интегрирования в формуле (2.7) находят из уравнений
a = x(t1), b = x(t2), y(t) > 0 на отрезке [t1; t2].

Если фигура ограничена графиком непрерывной функции
ρ = ρ(ϕ) и двумя лучами ϕ = α и ϕ = β, где ρ и ϕ — полярные
координаты, то ее площадь вычисляется по формуле

S =
1

2

βw

α

ρ2dϕ. (2.8)

Пример 2.5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной
кардиоидой ρ = 2a(1 − cosϕ) (a > 0).

Решение. По формуле (2.8) получаем

S =
1

2

2πw

0

4a2(1 − cosϕ)2dϕ = 2a2

2πw

0

(1 − 2 cosϕ + cos2 ϕ)dϕ =

= 2a2
2πw

0

(

1 − 2 cosϕ +
1 + cos 2ϕ

2

)

dϕ =
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= 2a2

(

3

2
ϕ − 2 sinϕ +

1

4
sin 2ϕ

)

∣

∣

∣

2π

0
= 2a2 · 3

2
· 2π = 6a2π.

2. ДЛИНА ДУГИ КРИВОЙ. Пусть кривая на плоскости в пря-
моугольных координатах задана уравнением y = f(x). Если на
отрезке [a; b] функция f(x) и ее производная f ′(x) непрерывны,
то длина дуги такой кривой вычисляется по формуле

l =

bw

a

√

1 + [f ′(x)]2dx, (2.9)

где a и b — абсциссы концов дуги.
Если кривая задана параметрическими уравнениями x =

= x(t), y = y(t) (t1 6 t 6 t2), то

l =

t2w

t1

√

(x′
t)

2 + (y′
t)

2dt. (2.10)

Аналогично выражается длина дуги пространственной кри-
вой, заданной параметрическими уравнениями x = x(t), y = y(t),
z = z(t) (t1 6 t 6 t2):

l =

t2w

t1

√

(x′
t)

2 + (y′
t)

2 + (z′t)
2dt. (2.11)

Пример 2.6. Вычислить длину астрои-

x

y

O

a

a

−a

−a

Рис. 2.5

ды (гипоциклоиды) x = a cos3 t, y = a sin3 t
(рис. 2.5).

Решение. Кривая симметрична относи-
тельно обоих координатных осей, поэтому
вычислим длину 1/4 части кривой, распо-
ложенной в первой четверти. Имеем

x′
t = −3a cos2 t sin t, y′

t = 3a sin2 t cos t.

1

4
l =

π/2w

0

√

9a2 cos4 t sin2 t + 9a2 sin4 t cos2 t dt =

= 3a

π/2w

0

cos t sin t
√

cos2 t + sin2 t dt = 3a

π/2w

0

sin t d(sin t) =

= 3a · 1

2
sin2 t

∣

∣

∣

π/2

0
=

3

2
a, откуда l = (3/2)a · 4 = 6a.
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Если кривая задана в полярных координатах уравнением
ρ = ρ(ϕ), α 6 ϕ 6 β, то

l =

βw

α

√

ρ2 + (ρ′)2 dϕ. (2.12)

Пример 2.7. Вычислить длину кардиоиды ρ = 2a(1 − cosϕ)
(a > 0).

Решение. По формуле (2.12) получаем ρ′ = 2a sinϕ,

1

2
l =

πw

0

√

4a2(1 − cosϕ)2 + 4a2 sin2 ϕ dϕ =

= 2a

πw

0

√

1−2 cosϕ+cos2 ϕ+sin2 ϕ dϕ = 2a

πw

0

√
2 − 2 cosϕ dϕ =

= 2a

πw

0

√

2 · 2 sin2 ϕ

2
dϕ = 2a·2

πw

0

sin
ϕ

2
dϕ = −4a·2 cos

ϕ

2

∣

∣

∣

π

0
= 8a,

откуда l = 16a.

2.7. ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

К РЕШЕНИЮ НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ МЕХАНИКИ

И ФИЗИКИ

МОМЕНТЫ И ЦЕНТРЫ МАСС ПЛОСКИХ КРИВЫХ. Пусть кривая
на плоскости задана уравнением y = f(x), a 6 x 6 b, и имеет
плотность ρ = ρ(x). Тогда статические моменты этой кривой Mx

и My относительно координатных осей Ox и Oy вычисляются по
формулам

Mx =

bw

a

ρ(x)f(x)
√

1 + [f ′(x)]2 dx,

My =

bw

a

ρ(x)x
√

1 + [f ′(x)]2 dx.

(2.13)
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Моменты инерции Jx и Jy относительно осей Ox и Oy равны

Jx =

bw

a

ρ(x)f2(x)
√

1 + [f ′(x)]2 dx,

Jy =

bw

a

ρ(x)x2
√

1 + [f ′(x)]2 dx.

(2.14)

Координаты центра масс (центра тяжести) плоской линии
x̄ и ȳ вычисляют по формулам

x̄ =
1

m

bw

a

ρ(x)x
√

1 + [f ′(x)]2 dx =
My

m
,

ȳ =
1

m

bw

a

ρ(x)f(x)
√

1 + [f ′(x)]2 dx =
Mx

m
,

(2.15)

где m — масса дуги, т.е.

m =

bw

a

ρ(x)
√

1 + [f ′(x)]2 dx.
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 7

Задача 1. Найти указанные неопределенные интегралы.

1. а)
w sin x dx

5√
cos2 x

; б)
w

xe3xdx;

в)
w dx

x2 − 2x
; г)

w dx

5 + 3 cosx
.

2. а)
w dx

cos2 x(2 tg x + 1)
; б)

w
arctg x dx;

в)
w 3x3 + 1

x2 − 1
dx; г)

w
tg2 3x dx.

3. а)
w sinx dx
√

3cos2 x
; б)

w
x arcsinx dx;

в)
w dx

x(x2 + 1)
; г)

w dx

3 sinx − 5 cosx + 4
.

4. а)
w 1 + ln x

x
dx; б)

w
x3

x
2 dx;

в)
w x + 3

x3 + x2 − 2x
dx; г)

w dx

1 + cosx
.

5. а)
w x + cosx

x2 + 2 sinx
dx; б)

w
x ln(x2 + 1)dx;

в)
w dx

x(x2 − 1)
; г)

w dx

sinx + cosx
.

6. а)
w sin 2x dx

3
√

1 + cos2 x
; б)

w
x sin x dx;

в)
w x3 − 1

4x3 − x
dx; г)

w
sin x cos 3x dx.
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7. а)
w x + arctgx

1 + x2
dx; б)

w
x2exdx;

в)
w dx

(x + 1)(x − 2)
; г)

w
tg2 x dx.

8. а)
w

tg x ln cosx dx; б)
w

(1 − 6x)e2xdx;

в)
w (x − 7)dx

x2 + 4x + 13
; г)

w cosx dx

1 + cosx
.

9. а)
w sin x dx

3
√

3 + 2 cosx
; б)

w
ln x dx;

в)
w dx

x4 − 1
; г)

w
sin3 x dx.

10. а)
w ln tg x

sin x cosx
dx; б)

w
xe−

x
2 dx;

в)
w x dx

x3 − 1
; г)

w
sin 5x cos 7x dx.

11. а)
w 3arctg xdx

1 + x2
; б)

w
x2 sin 4x dx;

в)
w 2x − 3

x2 + 2x − 7
dx; г)

w
tg2

(

2

3
x

)

dx.

12. а)
w arcsin2 x + 1√

1 − x2
dx; б)

w x dx

cos2 x
;

в)
w 2x + 1

x3 − 1
dx; г)

w
sin2 x dx.

13. а)
w tg(x + 1)

cos2(x + 1)
dx; б)

w
x25xdx;

в)
w x + 1

2x2 + x + 1
dx; г)

w dx

2 sinx − 3 cosx
.

14. а)
w √

2 + ln x dx

x
; б)

w
xe−xdx;

в)
w x2 − 3

x2 − 1
dx; г)

w dx

7 cos2 x + 2 sin2 x
.
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15. а)
w √

arcsinx dx√
1 − x2

; б)
w

x ln2 x dx;

в)
w x3 + 5

(x − 1)(x2 + 4)
dx; г)

w
sin 3x cos 2x dx.

16. а)
w cos ln x

x
dx; б)

w
xe2xdx;

в)
w x − 4

(x − 2)(x − 3)
dx; г)

w dx

5 + 4 sinx
.

17. а)
w 2 cosx + 3 sinx

(2 sinx − 3 cosx)3
dx; б)

w
arcsinx dx;

в)
w x − 1

4x3 + x
dx; г)

w
cos2 3x dx.

18. а)
w sin 2x

3 sin2 x + 4
dx; б)

w
x cos 6x dx;

в)
w 2x + 3

(x − 2)(x + 5)
dx; г)

w dx

3 + 5 cosx
.

19. а)
w 2arctg xdx

1 + x2
; б)

w
ln
√

x dx;

в)
w 3x − 1

x2 − 6x + 10
dx; г)

w dx

2 sinx + 3 cosx
.

20. а)
w √

1 + ln x dx

x
; б)

w
x ln(x + 1) dx;

в)
w x + 2

x3 − 2x2 + 2x
dx; г)

w
sin2 x cosx dx.

21. а)
w dx

√
x
√

1 +
√

x
; б)

w
x2e−xdx;

в)
w dx

x4 + x2
; г)

w dx

4 sinx + 3 cosx + 5
.

22. а)
w cosx dx

3√
sin2 x

; б)
w x cosx dx

sin3 x
;

в)
w 3x − 2

5x2 − 3x + 2
; г)

w dx

3 + 5 cos 2x
.
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23. а)
w 1 − cosx

(x − sin x)2
dx; б)

w ln x dx

x2
;

в)
w x − 1

x3 + x
dx; г)

w
cos3 3x dx.

24. а)
w exdx

4
√

ex + 1
; б)

w
ex cosx dx;

в)
w x dx

x3 − 1
; г)

w
cos2

x

2
dx.

25. а)
w e2xdx√

ex + 1
; б)

w
(x + 1)exdx;

в)
w 4x − 3

5x2 + 6x + 18
; г)

w
cos3 x dx.

26. а)
w x cosx + sin x

(x sin x)2
dx; б)

w
ln3 x dx;

в)
w 2x − 1

5x2 − x + 2
dx; г)

w dx

sinx + cosx
.

27. а)
w x2dx√

5 + x6
; б)

w x dx

sin2 x
;

в)
w x3 + 1

x3 − 5x2 + 6x
dx; г)

w sin x dx

1 + sinx
.

28. а)
w tg3(x + 1)

cos2(x + 1)
dx; б)

w
x2xdx;

в)
w dx

4x3 − x
; г)

w
cos2 x sin x dx.

29. а)
w ln x dx

x
√

1 + ln x
; б)

w
x sin 2x dx;

в)
w x + 2

x2 + 2x + 2
dx; г)

w
sin2 x

4
dx.

30. а)
w arctgx + x

1 + x2
dx; б)

w
xe3xdx;

в)
w 3x2 + 2x − 3

x3 − x
dx; г)

w dx

3 sinx + 4 cosx
.
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Задача 2. Вычислить указанные определенные интегралы.

1. а)

√
3w

1

arctg
1

x
dx; б)

πw

0

dx

3 + 2 cosx
.

2. а)
1w

1/2

arcsin(1 − x)dx; б)
5w

2

x2dx

(x − 1)
√

x − 1
.

3. а)
1w

0

ln(x + 3)dx; б)
ln 4w

ln 2

dx√
1 + ex

.

4. а)
1w

0

x ln(x2 + 1)dx; б)
9w

4

√
x√

x − 1
dx.

5. а)
1w

0

xe−xdx; б)
1w

−1

x dx√
5 − 4x

.

6. а)
1w

0

xe−
3
2xdx; б)

ln 2w

0

√
ex − 1 dx.

7. а)
1w

0

x arctg x dx; б)
5w

0

dx

2 +
√

3x + 1
.

8. а)
πw

0

x sin x dx; б)

π/2w

0

dx

4 sinx + 3 cosx + 5
.

9. а)
3w

−3

(x − 2) cos
2πx

3
dx; б)

π/2w

0

dx

sin2 x+2 sinx cosx−cos2 x
.

10. а)

π/3w

π/4

x dx

sin2 x
; б)

8w

4

x − 1√
x + 1

dx.

11. а)
0w

−1/2

xe−2xdx; б)

π/4w

0

dx

1 + 2 sin2 x
.
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12. а)
2w

1

x ln x dx; б)

π/2w

0

cosx dx

6 − 5 sinx + sin2 x
.

13. а)
πw

−π

x cos 4x dx; б)
2w

0

dx√
x + 1 +

√

(x + 1)3
.

14. а)
0w

−1

(x + 1)e−2xdx; б)
5w

0

x dx√
1 + 3x

.

15. а)

π/2w

0

(x + 3) sin x dx; б)
4w

0

dx√
x + 1

.

16. а)
ew

1

ln x dx; б)
4,5w

1

dx

1 + 3
√

2x − 1
.

17. а)

π/9w

0

x dx

cos2 3x
; б)

0w

−1

dx

1 + 3
√

x + 1
.

18. а)

π/3w

0

x cosx dx; б)
5w

0

x dx√
x + 4

.

19. а)
ew

1

ln2 x dx; б)
− ln 2w

0

√

1 − e2x dx.

20. а)
1w

0

arcsinx dx; б)

π/2w

0

dx

1 + sin x + cosx
.

21. а)
2w

1

x ln(x + 1) dx; б)
ln 8w

ln 2

dx√
1 + ex

.

22. а)

√
3w

0

x2 arctg x dx; б)
ln 12w

ln 5

dx√
ex + 4

.

23. а)
0,5w

0

x arcsinx dx; б)

π/2w

0

dx

2 + cosx
.
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24. а)
πw

0

x sin x dx; б)
13w

0

x + 1
3
√

2x + 1
dx.

25. а)

π/3w

π/6

x dx

cos2 x
; б)

1w

0

x dx√
5 + 4x

.

26. а)
1w

0

xe−2xdx; б)
8w

3

√
x + 1 + 1√
x + 1 − 1

dx.

27. а)
2w

1

ln x

x5
dx; б)

4w

−1

x dx√
x + 5

.

28. а)

π/4w

0

x tg2 x dx; б)
4w

0

dx

1 +
√

2x + 1
.

29. а)
2w

1

ln(3x + 2) dx; б)
1w

0

√
x dx

1 + x
.

30. а)

π/4w

0

x cos 2x dx; б)
8w

3

x dx√
1 + x

.

Задача 3.

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями y =
= x2, y = 3 − x.

2. Найти длину дуги кривой y =
√

x при 0 < x < 1.

3. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями y = −x,
y = 2x − x2.

4. Найти длину дуги кривой y = ln x при
√

3 < x <
√

8.

5. Найти площадь фигуры, ограниченной эллипсом
{

x = 3 cos t,
y = 2 sin t.

6. Вычислить длину дуги полукубической параболы y = x3/2

от точки O(0; 0) до точки A(4; 8).
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7. Найти площадь фигуры, ограниченной окружностью

{

x = 5 cos2 t,
y = 5 sin2 t,

(0 6 t 6 π/2).

8. Найти площадь фигуры, заключенной между параболами
y = x2, y = 0,5x2 и прямой y = 3x.

9. Вычислить длину дуги астроиды

{

x = 2 cos3 t,
y = 2 sin3 t.

10. Вычислить длину дуги линии ρ = sin3(ϕ/3), 0 6 ϕ 6 π/2.

11. Вычислить площадь фигуры, ограниченной дугами пара-
бол y = x2, y = 0,25x2 и прямой y = 4.

12. Найти площадь фигуры, ограниченной осью абсцисс и па-
раболой y = 2x − x2.

13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболой y =
= 3x2 + 1 и прямой y = 3x + 7.

14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной гиперболой
xy = 2 и прямой x + 2y − 5 = 0.

15. Вычислить длину дуги линии ρ = 2 sin3(ϕ/3), 0 6 ϕ 6 π/2.

16. Вычислить длину дуги одной арки циклоиды
{

x = a(t − sin t),
y = a(1 − cos t),

0 6 t 6 2π.

17. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболами
y2 = 4x и x2 = 4y.

18. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболами
y = x2 и y = 2 − x2.

19. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями y =
= x3, y = 1, x = 0.

20. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями xy =
= 6, x + y − 7 = 0.

21. Найти площадь фигуры, ограниченной первой аркой цик-
лоиды x = a(t−sin t), y = a(1−cos t) и отрезком оси абсцисс.

22. Найти площадь, ограниченную кривыми y = ex, y = e−x и
прямой x = 1.

23. Вычислить длину кривой ρ = a sin3(ϕ/3), 0 6 ϕ 6 3π.

24. Найти длину дуги кривой y = 2
√

x от x = 0 до x = 1.
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25. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями y =
= ln x, x = e, y = 0.

26. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями x =
= 4 − y2, x = 0.

27. Определить площадь, ограниченную параболой y = x2 −
− 5x + 6 и координатными осями.

28. Определить площадь, ограниченную линиями xy = 6, x =
= 1, x = e, y = 0.

29. Вычислить длину линии y2 = 9−x между точками пересе-
чения ее с осью Oy.

30. Вычислить длину линии x2 = 4− y между точками пересе-
чения ее с осью Ox.

Задача 4. Найти несобственные интегралы или доказать их рас-
ходимость.

1.
1w

0

x ln x dx. 2.
∞w

1

ln x

x2
dx. 3.

0w

−1

x2 dx

x3 + 1
.

4.
∞w

0

x dx

16x4 + 1
. 5.

3w

0

dx

(x − 1)2
. 6.

0,5w

0

dx√
x2 + x

.

7.
−1w

−∞

dx

2x2 + 6x + 5
. 8.

+∞w

1

dx

x2 + x
. 9.

0w

−∞

x dx
√

(x2 + 4)3
.

10.
∞w

2

dx

x ln x
. 11.

2w

−3

dx

(x + 2)2
. 12.

4w

0

dx
3
√

(x − 3)2
.

13.
+∞w

−1

dx

x2 + 4x + 5
. 14.

ew

1

dx

x
√

ln x
. 15.

+∞w

1

x2 dx

1 + x6
.

16.
0,25w

0

dx√
x − x2

. 17.
1w

3/4

dx
5
√

3 − 4x
. 18.

+∞w

0

x sin x dx.

19.
1w

0

ln x dx. 20.
∞w

2

ln x

x
dx. 21.

1w

0

x4dx√
1 − x5

.
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22.
∞w

0

xe−x/2dx. 23.
∞w

0

x dx

x2 + 4
. 24.

∞w

4

dx

x ln3 x
.

25.
+∞w

−∞

dx

x2 + 2x + 2
. 26.

1w

0

dx

x2 − 4x + 3
. 27.

1w

0

2x dx√
1 − x4

.

28.
+∞w

e

dx

x
√

ln x
. 29.

+∞w

1

x2 + 1

x3
dx. 30.

+∞w

0

e−xdx.
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3. ОБЫКНОВЕННЫЕ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

3.1. ВОПРОСЫ ПРОГРАММЫ

1. Дифференциальные уравнения 1-го порядка. Основные
понятия. Задача Коши для дифференциального уравнения y′ =
= f(x, y). Теорема существования и единственности задачи Ко-
ши. Основные классы дифференциальных уравнений 1-го по-
рядка, интегрируемых в квадратурах: уравнения с разделяю-
щимися переменными, однородные дифференциальные урав-
нения и приводящиеся к ним, линейные дифференциальные
уравнения, уравнение Бернулли, уравнения в полных диффе-
ренциалах.

2. Дифференциальные уравнения высших порядков. Диф-
ференциальные уравнения 2-го порядка, допускающие пониже-
ние порядка.

3. Линейные дифференциальные уравнения высших поряд-
ков с постоянными коэффициентами. Однородные и неоднород-
ные линейные уравнения. Структура общего решения. Метод
Лагранжа (метод вариации произвольных постоянных). Линей-
ные неоднородные дифференциальные уравнения. Метод под-
бора частного решения для уравнений с правой частью специ-
ального вида.

3.2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Определение 3.1. Дифференциальным уравнением называ-
ется уравнение, связывающее независимую переменную x, ис-
комую функцию y(x) и ее производные y′, y′′, y′′′, ... , y(n).

В общем виде дифференциальное уравнение можно запи-
сать так:

F (x, y, y′, y′′, y′′′, ... , y(n)) = 0, (3.1)

или F

(

x, y,
dy

dx
,
d2y

dx2
,
d3y

dx3
, ... ,

dny

dxn

)

= 0.
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Если искомая функция y = y(x) зависит только от одной
переменной величины, то дифференциальное уравнение назы-
вается обыкновенным.

Определение 3.2. Порядком дифференциального уравне-
ния называется порядок наивысшей производной, входящей в
уравнение.

Пример 3.1. Уравнение y′′+5y = x является уравнением вто-
рого порядка.

3.3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО

ПОРЯДКА

Дифференциальное уравнение первого порядка в общем ви-
де записывается так:

F (x, y, y′) = 0. (3.2)

Оно же может быть записано в другом виде, разрешенном от-
носительно производной:

y′ = f(x, y) или
dy

dx
= f(x, y). (3.2′)

Неизвестной в дифференциальном уравнении первого по-
рядка является функция y = y(x).

Определение 3.3. Решением уравнения F (x, y, y′) = 0 или
y′ = f(x, y) на интервале (a; b) называется любая функция y =
= y(x), которая будучи подставленной в это уравнение вместе
со своей производной y′(x) обращает его в тождество относи-
тельно x ∈ (a; b).

Пример 3.2. Функция y(x) = −2/x2 является решением
дифференциального уравнения y′−xy2 = 0. Действительно, най-
дем производную функции y(x): y′(x) = 4/x3. Подставим y и y′ в
левую часть дифференциального уравнения:

4

x3
− x

(

− 2

x2

)2

=
4

x3
− 4

x3
= 0.

Получили тождество 0 ≡ 0.

Общее решение y = y(x, C) дифференциального уравнения
первого порядка зависит от одной произвольной постоянной C.
Всякая функция, получающаяся из общего решения при кон-
кретном значении постоянной C, называется частным решени-
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ем. Для получения частного решения необходимо задать допол-
нительно начальное условие вида y = y0 при x = x0:

y(x0) = y0. (3.3)

Определение 3.4. Задача нахождения решения уравнения
(3.2′), удовлетворяющего его начальному условию (3.3), назы-
вается задачей Коши для дифференциального уравнения.

В некоторой области D плоскости Oxy рассмотрим диффе-
ренциальное уравнение 1-го порядка, разрешенное относитель-
но производной: y′ = f(x, y).

Теорема 3.1 (существования и единственности решения).
Если для дифференциального уравнения y′ = f(x, y) функция
f(x, y) и ее частная производная ∂f/∂y непрерывны в обла-
сти D, то для любой точки M0(x0, y0) ∈ D существует един-
ственное решение y = y(x) этого уравнения, удовлетворяющее
начальному условию y = y0 при x = x0.

3.4. РЕШЕНИЕ ОСНОВНЫХ КЛАССОВ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО

ПОРЯДКА

1. УРАВНЕНИЯ С РАЗДЕЛЯЮЩИМИСЯ ПЕРЕМЕННЫМИ

Определение 3.5. Уравнение вида

M1(x)N1(y) dx + M2(x)N2(y) dy = 0 (3.4)

или

y′ = M3(x)N3(y) (3.4′)

называется уравнением с разделяющимися переменными.

В уравнении (3.4) коэффициенты при дифференциалах
распадаются на множители, зависящие только от x или толь-
ко от y.

Схема решения дифференциальных уравнений с разделя-
ющимися переменными:

1) в первом случае путем деления обеих частей уравнения
на выражение N1(y)M2(x) приводим его к виду

M1(x)

M2(x)
dx +

N2(y)

N1(y)
dy = 0, (3.5)
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или во втором случае путем деления обеих частей уравнения
на выражение N3(y) приводим его к виду

dy

N3(y)
=

dx

1
M3(x). (3.6)

Переход от уравнений (3.4) и (3.4′) соответственно к уравнениям
(3.5) и (3.6) называется процедурой разделения переменных;

2) интегрируем уравнение (3.5) или (3.6), получаем общий
интеграл уравнения (3.4) или (3.4′) соответственно;

3) ответ записываем в виде ϕ(x, y) = C (или y = ϕ(x, C), или
x = ϕ(y, C)).

Замечание. Деление на N1(y)M2(x) может привести к поте-
ре решений, при которых N1(y)M2(x) = 0. Те из этих решений,
которые не могут быть получены из общего решения ϕ(x, y) =
= C ни при каких значениях C, следует присоединить к ответу.

Пример 3.3. Решить уравнение (1 − x)y dx − (1 + y)x dy = 0.

Решение. Разделяя переменные при xy 6= 0, находим

(1 − x)y dx

yx
− (1 + y)x dy

yx
= 0,

(

1 − x

x

)

dx −
(

1 + y

y

)

dy = 0,

(

1

x
− 1

)

dx −
(

1

y
+ 1

)

dy = 0.

Интегрируя, получаем
w ( 1

x
− 1

)

dx −
w (1

y
+ 1

)

dy = 0,

ln |x| − x − ln |y| − y = C, ln

∣

∣

∣

∣

x

y

∣

∣

∣

∣

− x − y = C.

Также отмечаем, что y = 0 является решением, и его присоеди-
няем к ответу.

2. ОДНОРОДНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Определение 3.6. Функция F (x, y) называется однород-
ной функцией n-го измерения (порядка) относительно пе-
ременных x и y, если при любом λ справедливо тождество
F (λx, λy) = λnF (x, y).
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Пример 3.4. Функция F (x, y) =
√

x4 + y4 — однородная
функция второго измерения, так как

F (λx, λy) =
√

(λx)4 + (λy)4 = λ2
√

x2 + y2 = λ2F (x, y).

Определение 3.7. Уравнение первого порядка

y′ = F (x, y) (3.7)

называется однородным относительно x и y, если функция
F (x, y) есть однородная функция нулевого измерения относи-
тельно x и y, т.е. F (λx, λy) = F (x, y).

Схема решения однородных уравнений:

1) преобразуем уравнение (3.7) к виду
dy

dx
= f

(y

x

)

;

2) делаем замену y/x = u, где u = u(x) — новая неизвестная

функция. Тогда y = ux и y′ =
dy

dx
= u′x + u = x

du

dx
+ u. Уравнение

(3.7) приводим к виду

x
du

dx
+ u = f

(ux

x

)

= f(u) или x
du

dx
= f(u) − u,

т.е. к уравнению с разделяющимися переменными;
3) разделяем переменные и интегрируем:

du

f(u) − u
=

dx

x
⇒

w du

f(u) − u
=

w dx

x
+ C;

отслеживаем возможную потерю решений;
4) возвращаемся к переменной y заменой u = y/x.

Пример 3.5. Решить уравнение y′ =
xy

x2 + y2
.

Решение. В правой части уравнения стоит однородная
функция нулевого измерения. Действительно,

F (λx, λy) =
λx · λy

λ2x2 + λ2y2
=

λ2xy

λ2(x2 + y2)
=

xy

x2 + y2
= F (x, y).

Значит, имеем однородное дифференциальное уравнение. Дела-
ем замену y = ux, тогда

u + u′x =
xux

x2 + (xu)2
, u + u′x =

u

1 + u2
, u′x =

u

1 + u2
− u,

du

dx
x = − u3

1 + u2
.

Разделяя переменные, получим

1 + u2

u3
du = −dx

x
.
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Интегрируя последнее, находим
w 1 + u2

u3
du = −

w dx

x
,

1

2
u2 + ln |u| = − ln |x| + C.

Подставляя u = y/x, получаем общий интеграл последнего
уравнения:

− x2

2y2
+ ln

∣

∣

∣

y

x

∣

∣

∣ = − ln |x| + C.

Замечание. Уравнение вида M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 бу-
дет однородным в том и только в том случае, когда M(x, y) и
N(x, y) являются однородными функциями одного и того же из-
мерения.

К однородным уравнениям приводятся уравнения вида
dy

dx
=

ax + by + c

a1x + b1y + c1
. (3.8)

Действительно, если c1 = c = 0, то уравнение (3.8) — одно-
родное. Пусть теперь c1 6= 0 или c 6= 0. Сделаем замену пере-
менных: x = x1 + h, y = y1 + k. Подставляя в уравнение (3.8)
выражения x, y, y′, будем иметь

dy1

dx1
=

ax1 + by1 + ah + bk + c

a1x1 + b1y1 + a1h + b1k + c1
.

Подберем h и k так, чтобы выполнялись равенства
{

ah + bk + c = 0,
a1h + b1k + c1 = 0.

(3.9)

Определим h и k как решения системы уравнений (3.9). При
этом условии уравнение (3.8) становится однородным:

dy1

dx1
=

ax1 + by1

a1x1 + b1y1
.

Система (3.9) не имеет решения, если

∣

∣

∣

∣

a b
a1 b1

∣

∣

∣

∣

= 0, т.е. ab1 =

= a1b. Но в этом случае a1/a = b1/b = λ, т.е. a1 = λa, b1 = λb, и,
следовательно, уравнение (3.8) можно преобразовать к виду

dy

dx
=

(ax + by) + c

λ(ax + by) + c1
. (3.10)

Тогда подстановкой

z = ax + by (3.11)

уравнение приводится к виду дифференциального уравнения
с разделяющимися переменными. Действительно, z ′ = a + by′,
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откуда

y′ =
1

b
z′ − a

b
. (3.12)

Подставляя в (3.10) выражения (3.11), (3.12), получим

1

b

dz

dx
− a

b
=

z + c

λz + c1
,

а это есть уравнение с разделяющимися переменными.

3. ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Определение 3.8. Линейным уравнением первого порядка
называется уравнение, линейное относительно неизвестной
функции и ее производной, которое имеет вид

y′ + P (x)y = Q(x), (3.13)

где P (x) и Q(x) — заданные непрерывные функции от x или
постоянные.

Схема решения линейного уравнения (метод Бернулли):
1) решение линейного уравнения (3.13) ищем в виде

y = u(x)v(x), (3.14)

где u = u(x), v = v(x) — неизвестные функции. Дифференцируя
обе части равенства (3.14), находим y′ = u′v + uv′. Подставляя
выражения для y и y′ в уравнения (3.13), будем иметь

du

dx
v + u

dv

dx
+ P (x)uv = Q(x),

или

u

(

dv

dx
+ P (x)v

)

+ v
du

dx
= Q(x); (3.15)

2) функции u(x) и v(x) определяем из системы
{

v′ + P (x)v = 0,
u′v = Q(x).

(3.16)

Найдем любое частное решение v(x) 6≡ 0 линейного однород-
ного уравнения v′ + P (x)v = 0. Разделяя переменные в этом
уравнении, находим dv/v = −P (x)dx. Интегрируя, получаем v =
= C1e

−
r

P (x)dx. А так как C1 не влияет на окончательное реше-
ние уравнения (3.13), то за функцию v(x) возьмем

v(x) = e−
r

P (x)dx, (3.17)

т.е. C1 положим равным 1;
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3) подставляя найденное значение v во второе уравнение
системы (3.16), получим

v(x)u′ = Q(x) или u′ =
Q(x)

v(x)
,

откуда

u =
w Q(x)

v(x)
dx + C;

4) подставляя u и v в (3.14), окончательно получим

y =

[w Q(x)

v(x)
dx + C

]

e−
r

P (x)dx.

Эту формулу запоминать не рекомендуется. Вся схема ре-
шения хорошо представлена на конкретном примере.

Пример 3.6. Решить уравнение y′ − 2

x − 1
y = (x − 1)3.

Решение. Полагаем y = uv, тогда y′ = u′v + uv′. Подставляя
y и y′ в исходное уравнение, будем иметь

u′v + uv′ − 2

x − 1
uv = (x − 1)3,

u

(

v′ − 2v

x − 1

)

+ u′v = (x − 1)3. (3.18)

Для определения v получаем уравнение

v′ − 2

x − 1
= 0 или

dv

v
=

2 dx

x − 1
,

откуда

ln |v| = 2 ln |x − 1|, v = (x − 1)2.

Подставляя полученное выражение функции v(x) в уравнение
(3.18), получаем уравнение для определения функции u(x):

(x − 1)2u′ = (x − 1)3 или u′ = x − 1.

Интегрируя последнее, находим

u(x) =
w

(x − 1)dx =
(x − 1)2

2
+ C.

Следовательно, общее решение заданного уравнения будет
иметь вид

y =
(x − 1)4

2
+ C(x − 1)2.

Замечание. Есть и другие методы решения линейных урав-
нений первого порядка, например, метод вариации постоянной.
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4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ БЕРНУЛЛИ

Определение 3.9. Уравнение, имеющее вид

dy

dx
+ P (x)y = Q(x)yn,

где P (x) и Q(x) — заданные непрерывные функции от x, а n 6= 0
и n 6= 1, называется уравнением Бернулли.

С помощью замены z = y−n+1 уравнение Бернулли приво-
дится к линейному уравнению. Действительно, разделив обе ча-
сти уравнения Бернулли на yn, получим

y−n dy

dx
+ Py−n+1 = Q. (3.19)

Выполним замену z = y−n+1, тогда z′ = (−n + 1)y−ny′.
Найдя общий интеграл и подставив вместо z выражение

y−n+1, получим общий интеграл уравнения Бернулли.

Замечание. Аналогично тому, как это делалось для линей-
ных уравнений, можно показать, что решение уравнения Бер-
нулли можно искать в виде произведения двух функций y =
= u(x)v(x), где v(x) — какая-либо функция, отличная от нуля и
удовлетворяющая уравнению v′ + P (x)v = 0. Следует отметить,
что при этом могут быть потеряны решения вида y = 0.

5. УРАВНЕНИЯ В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ

Определение 3.10. Уравнение

P (x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 (3.20)

называется уравнением в полных дифференциалах, если его
левая часть есть полный дифференциал некоторой функции
u = u(x, y), т.е.

P (x, y)dx + Q(x, y)dy ≡ du ≡ ∂u

∂x
dx +

∂u

∂y
dy.

В этом случае уравнение (3.20) записывается в виде du = 0,
поэтому его общий интеграл имеет вид u(x, y) = C. Для того,
чтобы уравнение (3.20) было уравнением в полных дифферен-
циалах, должно выполняться соотношение (тождество)

∂P

∂y
≡ ∂Q

∂x
. (3.21)

Схема решения уравнения в полных дифференциалах:
1) проверяем с помощью условия (3.21), что (3.20) — урав-

нение в полных дифференциалах. Тогда ∂u/∂x = P , ∂u/∂y = Q;
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2) из соотношения ∂u/∂x = P (x, y) находим

u =
w

P (x, y)dx + ϕ(y). (3.22)

При интегрировании считаем y постоянной;
3) продифференцируем обе части выражения (3.22) по y и

получаем равенство ∂u/∂y = Q(x, y):

∂

∂y

(w
P (x, y) dx

)

+ ϕ′(y) = Q(x, y),

откуда выражаем ϕ′(y);
4) интегрированием по y от ϕ′(y) находим ϕ(y). При инте-

грировании считаем x постоянной;
5) подставляя ϕ(y) в равенство (3.22), получаем искомую

функцию u(x, y).

Пример 3.7. Решить уравнение
2x

y3
dx +

y2 − 3x2

y4
dy = 0.

Решение. Проверяем принадлежность этого уравнения к
уравнению в полных дифференциалах. Обозначим

P (x, y) =
2x

y3
, Q(x, y) =

y2 − 3x2

y4
,

тогда

∂P (x, y)

∂y
= −6x

y4
,

∂Q(x, y)

∂x
= −6x

y4
.

Соотношение (3.21) при y 6= 0 выполняется. Значит, левая
часть данного уравнения есть полный дифференциал некото-
рой функции u(x, y). Так как

∂u

∂x
=

2x

y3
, то u =

w 2x

y3
dx + ϕ(y) =

x3

y3
+ ϕ(y),

где ϕ(y) — пока неопределенная функция от y. Дифференцируя
это соотношение по y и учитывая, что

∂u

∂y
= Q(x, y) =

y2 − 3x2

y4
,

находим

−3x2

y4
+ ϕ′(y) =

y2 − 3x2

y4
.

Следовательно,

ϕ′(y) =
1

y2
, ϕ(y) = −1

y
+ C1, u(x, y) =

x2

y3
− 1

y
+ C1.
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Таким образом, общий интеграл исходного уравнения есть
x2

y3
− 1

y
= C.

Замечание. Бывают случаи, когда для уравнения (3.20)
условие (3.21) не выполняется, но удается подобрать некоторую
функцию, после умножения на которую всех членов уравнения
(3.20) оно становится уравнением в полных дифференциалах.
Подробнее об этом можно прочитать в литературе [5].

3.5. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО

ПОРЯДКА, ДОПУСКАЮЩИЕ ПОНИЖЕНИЕ

ПОРЯДКА

К дифференциальным уравнениям второго порядка, допус-
кающим понижение порядка, относятся следующие.

I. Уравнения вида

y′′ = F (x), (3.23)

не содержащие в правой части искомую функцию.
Интегрируя уравнение (3.23), получаем

y′ =
w

F (x) dx + C1.

Интегрируя последнее еще раз, получаем решение исходного
уравнения

y(x) =
w (w

F (x) dx
)

dx + C1x + C2.

Пример 3.8. Решить уравнение y′′ = cos 3x.

Решение. Интегрируем исходное уравнение первый раз:

y′ =
w

cos 3x dx =
1

3
sin 3x + C1.

Интегрируя второй раз, получаем решение данного уравнения

y(x) =
w (1

3
sin 3x + C1

)

dx =
1

9
(− cos 3x) + C1x + C2.

II. Уравнения вида
d2y

dx2
= F (x, y), (3.24)

не содержащие явным образом искомую функцию y(x).
Обозначим y′ = p(x), тогда y′′ = p′(x). Подставляя эти выра-

жения в уравнение (3.24), получим уравнение первого порядка
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p′(x) = F (x, p) относительно неизвестной функции p(x). Про-
интегрировав это уравнение, находим его общее решение p =
= p(x, C1), а затем из соотношения y′ = p получаем общий инте-
грал уравнения (3.24):

y(x) =
w

p(x, C1)dx + C2.

Пример 3.9. Решить уравнение xy′′ = y′.

Решение. Положим y′ = p(x), тогда y′′ = p′(x). Данное урав-
нение примет вид

xp′ = p или x
dp

dx
= p.

Разделяя переменные, получим dp/p = dx/x. После интегриро-
вания имеем

ln |p| = ln |x| + ln |C1| или p = C1x.

Так как p(x) = y′, то последнее соотношение представляет со-
бой дифференциальное уравнение первого порядка относитель-
но y′(x):

y′ = C1x или
dy

dx
= C1x ⇒ dy = C1x dx.

Интегрируя, получаем y = 1
2C1x

2 + C2 — общее решение исход-
ного уравнения.

III. Уравнения вида

y′′ = F (y, y′), (3.25)

не содержащие явным образом независимую переменную x.
Для решения делаем замену переменной y′ = p(y). Тогда

y′′ =
dp(y)

dx
=

dp

dy
· dy

dx
= p′y(y)y′(x) = p′p.

Подставляя выражения для y′ и y′′ в уравнение (3.25), получим
уравнение первого порядка относительно функции p(y). Инте-
грируя его, находим p как функцию от y и C1:

p′p = F (y, p) ⇒ p = p(y, C1).

Возвращаясь к функции y(x), получаем уравнение первого по-
рядка y′ = p(y, C1). Разделяя переменные, находим

dy

p(y, C1)
= dx.

Интегрируя это уравнение, получим общий интеграл исходного
уравнения Φ(x, y, C1, C2) = 0.
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Пример 3.10. Решить уравнение y′′ =
√

y′.

Решение. Положим y′ = p(y). Тогда y′′ = p′p. Подставляя
выражения для y′ и y′′ в заданное уравнение, получим

p′p =
√

p ⇒ √
p (

√
p p′ − 1) = 0 ⇒

[ √
p = 0,√
p p′ = 1.

Из первого уравнения получим
√

p = 0 ⇒
√

y′ = 0 ⇒ y′ = 0 ⇒ y = C1.

Второе — является уравнением с разделяющимися переменны-
ми. Решая его, будем иметь

√
p dp = dy,

2

3

√

p3 = y + C1, p
3
2 =

3

2
(y + C1),

p =

(

3

2
(y + C1)

)2/3

, y′ =

(

3

2
(y + C1)

)2/3

,

w dy
(

3
2 (y + C1)

)2/3
=

w
dx,

(

3

2
(y + C1)

)1/3

· 3 · 2

3
= x + C2.

Окончательно получаем общие решения исходного уравнения:




y = C1,

2

(

3

2
(y + C1)

)1/3

= x + C2.

3.6. ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ

УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ

Определение 3.11. Дифференциальное уравнение n-го по-
рядка называется линейным, если оно первой степени отно-
сительно искомой функции y(x) и ее производных y′, y′′, y′′′,
... , y(n), т.е. имеет вид

a0y
(n) + a1y

(n−1) + ... + any = f(x), (3.26)

где a0, a1, ... , an и f(x) — заданные непрерывные функции от x
или постоянные, причем a0 6= 0.

Если f(x) 6= 0, то уравнение (3.26) называется линейным
неоднородным. Если же f(x) = 0, то уравнение называется ли-
нейным однородным дифференциальным уравнением n-го по-
рядка.
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Если все a0, a1, ... , an являются постоянными числами,
то уравнение (3.26) называется линейным дифференциальным
уравнением n-го порядка с постоянными коэффициентами.

Рассмотрим линейное однородное дифференциальное урав-
нение n-го порядка с постоянными коэффициентами

a0y
(n) + a1y

(n−1) + ... + any = 0. (3.27)

Теорема 3.2. Если y1, y2, ... , yn являются линейно независи-
мыми решениями уравнения (3.27), то его общее решение есть

y = C1y1 + C2y2 + ... + Cnyn, (3.28)

где C1, ... , Cn — произвольные постоянные.

Для нахождения линейно независимых решений уравне-
ния (3.27):

1) составляем характеристическое уравнение

kn + a1k
n−1 + ... + an = 0;

2) находим корни этого характеристического уравнения k1,
k2, ... , kn;

3) по характеру корней выписываем линейно независимые
решения, руководствуясь тем, что:

а) каждому действительному однократному корню k со-
ответствует частное решение ekx: y1 = ek1x, y2 = ek2x, ... ,
y = eknx;

б) каждой паре комплексных сопряженных однократ-
ных корней k(1) = α + iβ и k(2) = α − iβ соответствуют
два частных действительных решения y1(x) = eαx cos(βx)
и y2(x) = eαx sin(βx);

в) каждому действительному корню k кратности r со-
ответствуют r линейно независимых частных решений y1 =
= ekx, y2 = xekx, y3 = x2ekx, ... , yr = xr−1ekx;

г) каждой паре комплексных сопряженных корней
k(1) = α + iβ, k(2) = α − iβ кратности µ соответствует 2µ

действительных частных решений y
(1)
1 = eαx cos(βx), y

(1)
2 =

= xeαx cos(βx), ... , y
(1)
µ = xµ−1eαx cos(βx), y

(2)
1 = eαx sin(βx),

y
(2)
2 = xeαx sin(βx), ... , y

(2)
µ = xµ−1eαx sin(βx).

Этих частных решений будет ровно столько, какова степень ха-
рактеристического уравнения. В [5] доказывается, что эти ре-
шения линейно независимы;

4) найдя n линейно независимых частных решения y1, ... ,
yn, строим общее решение данного линейного уравнения:

y = C1y1 + C2y2 + ... + Cnyn,

где C1, C2, ... , Cn — произвольные постоянные.
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Пример 3.11. Решить уравнение y(IV ) − y = 0.

Решение. Составляем характеристическое уравнение:

k4 − 1 = 0 или (k − 1)(k + 1)(k2 + 1) = 0.

Находим корни характеристического уравнения: k1 = 1, k2 = −1,
k3 = i, k4 = −i. Получаем общий интеграл:

y = C1e
x + C2e

−x + C3 cosx + C4 sin x,

где C1, C2, C3, C4 — произвольные постоянные.

Рассмотрим неоднородное линейное уравнение (3.26).

Теорема 3.3. Если yоо — общее решение однородного уравне-
ния (3.27), а yчн — частное решение неоднородного уравнения
(3.26), то yон = yоо + yчн есть общее решение неоднородного
уравнения.

Для отыскания частного решения неоднородного уравнения
существуют два способа. Первый называют методом вариации
произвольных постоянных, а второй — подбором частного ре-
шения по виду правой части неоднородного уравнения.

Метод вариации произвольных постоянных заключается
в том, что величины C1, ... , Cn в общем решении однородного
уравнения (3.27) считаются не постоянными, а функциями, за-
висящими от x. При этом они должны удовлетворять системе
уравнений























C ′
1y1 + C ′

2y2 + ... + C ′
nyn = 0,

C ′
1y

′
1 + C ′

2y
′
2 + ... + C ′

ny′
n = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

C ′
1y

(n−2)
1 + C ′

2y
(n−2)
2 + ... + C ′

ny
(n−2)
n = 0,

C ′
1y

(n−1)
1 + C ′

2y
(n−1)
2 + ... + C ′

ny
(n−1)
n = 0.

Эта система (см. [5]) имеет решение

C1 =
w

C ′
1dx + C̄1, ... , Cn =

w
C ′

ndx = C̄n,

где C̄1, C̄2, ... , C̄n — постоянные интегрирования. Окончательно
выражение yон = C1y1 + C2y2 + ... + Cnyn будет являться общим
решением неоднородного уравнения (3.26).
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Пример 3.12. Решить уравнение y′′ − y′

x
= x.

Решение. Находим общее решение однородного уравнения
y′′ − y′/x = 0. Так как

y′′

y′
=

1

x
, то ln y′ = ln x + ln C, y′ = Cx.

Интегрируя, получим y = C1x
2 + C2. Чтобы последнее выра-

жение было решением данного неоднородного уравнения, надо
определить C1 и C2 как функции от x из системы

{

C ′
1x

2 + C ′
2 · 1 = 0,

2C ′
1x + C ′

2 · 0 = x.

Решая эту систему, находим C ′
1 = 1/2, C ′

2 = −x2/2, откуда в
результате интегрирования получаем

C1 =
x

2
+ C̄1, C2 = −x3

6
+ C̄2.

Подставляя найденные функции в формулу y = C1x
2 + C2, по-

лучаем общее решение неоднородного уравнения:

y = C̄1x
2 + C̄2 +

x3

3
,

где C̄1, C̄2 — произвольные постоянные.

Подбор частного решения по виду правой части неоднород-
ного уравнения заключается в следующем. Предположим, что
правая часть неоднородного уравнения имеет в общем случае
структуру

f(x) = [Pn(x) cos(βx) + Qm(x) sin(βx)]eαx, (3.29)

где Pn(x) и Qm(x) — многочлены степени n и m соответственно.
Частное решение неоднородного уравнения строится в виде

yч = xµ [Ul(x)eαx cos(βx) + Vl(x)eαx sin(βx)] . (3.30)

Имея конкретную функцию вида (3.29) в правой части неодно-
родного уравнения (3.26), определяем значения величин n, m, α,
β. В зависимости от того, является значение α + iβ корнем ха-
рактеристического уравнения (3.27) или нет, в структуре част-
ного решения (3.30) появляется множитель xµ. Если α + iβ не
является корнем характеристического уравнения, то µ = 0. Ес-
ли же является, то µ равно значению кратности этого корня.
Величина l = max{n, m}, а сами многочлены Ul(x) и Vl(x) опре-
деляются из условия того, что полученное выражение частного
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решения должно удовлетворять данному неоднородному линей-
ному дифференциальному уравнению (метод неопределенных
коэффициентов).

Пример 3.13. Решить уравнение y(IV ) − y = 5 cosx.

Решение. Характеристическое уравнение соответствующего
однородного уравнения имеет вид k4 − 1 = 0. Корнями этого
характеристического уравнения являются k1 = 1, k2 = −1, k3 =
= i, k4 = −i. Следовательно, общее решение соответствующего
однородного уравнения есть

yоо = C1e
x + C2e

−x + C3 cosx + C4 sin x.

Далее, исходя из вида правой части данного уравнения, полу-
чаем n = 0, m = 0, α = 0, β = 1. Значение α+ iβ совпадает с кор-
нем характеристического уравнения, кратность которого рав-
на 1. Поэтому величина µ равна 1. Величина l = max{0, 0} = 0.
Таким образом, структура частного решения (3.30) для данного
уравнения принимает вид

yч = x(A cos x + B sin x).

Подставляя это выражение в исходное уравнение, найдем

4A sin x − 4B cosx = 5 cosx,

откуда, требуя выполнения тождеств, получаем 4A = 0, −4B =
= 5 или A = 0, B = −5/4. Окончательно частным решением
дифференциального уравнения будет

yч = −5

4
x sin x,

а общим решением —

yон = C1e
x + C2e

−x + C3 cosx + C4 sin x +

(

−5

4
x sin x

)

.

55



КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 8

Задача 1. Найти общий интеграл указанного дифференциаль-
ного уравнения.

1. xy dx + (x + 1)dy = 0. 2.
√

y2 + 1 dx = xy dy.

3. (x2 − 1)y′ + 2xy2 = 0. 4. y′ ctg x + y = 2.

5. y′ = 3 3
√

y2. 6. 2x2yy′ + y2 = 2.

7. y
dy

dx
+ x = 1. 8. xy′ + y = y2.

9. y′ − xy2 = 2xy. 10. y′ = 7x+y.

11. 2x + 2xy2 +
√

2 − x2 y′ = 0. 12. y(4 + ex)dy − exdx = 0.

13. (2x+2xy2)dx = (x2y+2y)dy. 14. x
√

4+y2 dx + y
√

1+x2 dy=0.

15. (ex + 8)dy − yexdx = 0. 16. (1 + ex)y′ = yex.

17. (6x+3xy2)dx = (yx2+y)dy. 18. (3 + ex)yy′ = ex.

19.
√

5+y2 dx+4(x2y+y)dy = 0. 20. x
√

5+y2 dx + y
√

4+x2 dy = 0.

21. 6x dx − 6y dy = 3x2y dy − 2xy2dx.

22. x
√

3+y2dx+y
√

2+x2dy=0. 23.
√

4 − x2 y′ + xy2 + x = 0.

24.
√

3 + y2 dx − y dy = x2y dy. 25. y′ + 2x3y2 = 0.

Задача 2. Найти общий интеграл указанного дифференциаль-
ного уравнения.

1. xy′ =
√

x2 + y2 + y. 2. xy′ =
3y3 + 4yx2

2y2 + 2x2
.

3. xy′ =
3y2 + 4yx2

2y2 + x2
. 4. y′ =

y2

x2
+ 4

y

x
+ 2.
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5. y′ =
x + y

x − y
. 6. 2y′ =

y2

x2
+ 6

y

x
+ 3.

7. (x + 2y)dx − x dy = 0. 8. (x − y)dx + (x + y)dy = 0.

9. (y2 − 2xy)dx + x2dy = 0. 10. 2x3y′ = y(2x2 − y2).

11. (x2 + y2)y′ = 2xy. 12. xy′ = y − xey/x.

13. xy′ − y = x tg
y

x
. 14. xy′ =

√

x2 − y2 + y.

15. y′ =
x2 + 2xy − y2

2x2 − 2xy
. 16. xy′ = 3

√

x2 + y2 + y.

17. y′ =
y2

x2
+ 8

y

x
+ 12. 18. xy′ =

3y3 + 12yx2

2y2 + 6x2
.

19. y′ =
x2 + xy − 3y2

x2 − 4xy
. 20. xy′ = 2

√

3x2 + y2 + y.

21. 4y′ =
y2

x2
+ 10

y

x
+ 5. 22. xy′ = 4

√

x2 + y2 + y.

23. (x2 − 6xy)dy − (x2 + xy − 5y2)dx = 0.

24. (2x2 − 6xy)dy = (x2 + 2xy − 5y2)dx.

25. (2x − y)dy − (x + 2y)dx = 0.

Задача 3. Решить задачу Коши.

1. y′ − y

x
= − ln x

x
, y(1) = 1.

2. y′ − y cosx = sin 2x, y(0) = −1.

3. y′ − y cosx = − sin 2x, y(0) = 3.

4. y − y

x
= x2, y(1) = 0.

5. y′ + y cosx =
1

2
sin 2x, y(0) = 0.

6. y′ − y

x + 2
= x2 + 2x, y(−1) =

3

2
.

7. y′ − y

x
= x sin x, y

(π

2

)

= 1.
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8. y′ +
y

2x
= x2, y(1) = 1.

9. y′ − 2x − 5

x
y = 5, y(2) = 4.

10. y′ − y

x
= −2

ln x

x
, y(1) = 1.

11. y′ +
2y

x
= x3, y(1) = −5

6
.

12. y′ − 2xy

1 + x2
= 1 + x2, y(1) = 3.

13. y′ +
3y

x
=

2

x3
, y(1) = 1.

14. y′ +
xy

2(1 − x2)
=

x

2
, y(0) =

2

3
.

15. y′ − 2

x + 1
y = ex(x + 1)2, y(0) = 1.

16. y′ − y ctg x = 2x sinx, y
(π

2

)

= −1.

17. y′ + y tg x = cos2 x, y
(π

4

)

=
1

2
.

18. y′ − y

x + 1
= ex(x + 1), y(0) = 1.

19. y′ +
y

x
= sin x, y(π) =

1

π
.

20. y′ − 2xy

1 + x2
=

2x2

1 + x2
, y(0) =

2

3
.

21. y′ +
y

x
=

x + 1

x
ex, y(1) = e.

22. y′ − y

x
= −12

x3
, y(1) = 4.

23. y′ +
y

x
= 3x, y(1) = 1.

24. y′ +
1 − 2x

x2
y = 1, y(1) = 1.

25. y′ + 2xy = −2x3, y(1) =
1

e
.
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Задача 4. Проверить, что данное дифференциальное уравнение
является уравнением в полных дифференциалах и
найти общий интеграл этого уравнения.

1.

(

1

x + y
+ 2

)

dx +

(

1

x + y
− 3

)

dy = 0.

2. (x + y sin2 y)dx + (1 + x sin2 y + xy sin 2y)dy = 0.

3.
1 − 2y

x2y
dx +

1 − x

xy2
dy = 0.

4.

(

e−x − 2

yx3

)

dx +

(

sin 3y − 1

x2y2

)

dy = 0.

5.

(

2xy − 1

x2

)

dx +

(

x2 − 2

y3

)

dy = 0.

6.

(

1

x − 1
+

cosx

y − 1

)

dx +
1 − sinx

(y − 1)2
dy = 0.

7.
(

ln y +
y

x
− x
)

dx +

(

ln x +
x

y
+ 1

)

dy = 0.

8.

(

2 cos 2x cos 3y − 1

x

)

dx +

(

2

y
− 3 sin 2x sin 3y

)

dy = 0.

9.

(

2

x2
+ cos2 y

)

dx + (y − x sin 2x)dy = 0.

10.

(

1

x2
+

1

y

)

dx +
1 − x

y2
dy = 0.

11. 3x2eydx + (x3ey − 1)dy = 0.

12. (3x2 + 4y2)dx + (8xy + ey)dy = 0.

13.

(

3x2 +
2

y
cos

2x

y

)

dx − 2x

y2
cos

2x

y
dy = 0.

14.
(

2x − 1 − y

x2

)

dx −
(

2y − 1

x

)

dy = 0.

15. (3x2y + 2y + 3)dx + (x3 + 2x + 3y2)dy = 0.

16. eydx + (cos y + xey)dy = 0.

59



17. (y3 + cosx)dx + (3xy2 + ey)dy = 0.

18. xey2

dx + (x2yey2

+ tg2 y)dy = 0.

19. (5xy2 − x3)dx + (5x2y − y)dy = 0.

20. (x2 − 4xy − 2y2)dx + (y2 − 4xy − 2x2)dy = 0.

21. 2(3xy2 + 2x3)dx + 3(2x2y + y2)dy = 0.

22. xy2dx + y(x2 + y2)dy = 0.

23.

(

1

x2
+

3y2

x4

)

dx − 2y

x3
dy = 0.

24.
dy

y
− x + y2

y2
dy = 0.

25.
(

xex +
y

x2

)

dx − dy

x
= 0.

Задача 5. Найти общий интеграл указанного дифференциаль-
ного уравнения.

1. x2y′′ = y′2. 2. y′′ = 2yy′.

3. y′′(ex + 1) + y′ex = 0. 4. yy′′ = y′2.

5. xy′′′ = y′′. 6. yy′′ − 2yy′ ln y = y′2.

7. xy′′ = y′ + x sin
y′

x
. 8. y′2 + 2yy′′ = 0.

9. y′′ = y′2. 10. y′′ = 2y′ + x.

11. y′′′x ln x = y′′. 12. xy′′ = 1 − y′′.

13. 2xy′′′ = y′′. 14. xy′′′ + y′′ = x + 1.

15. x2y′′ + xy′ = 1. 16. y′′y3 + 1 = 0.

17. 1 + (y′)2 + yy′′ = 0. 18. y′′(1 + y) − 5(y′)2 = 0.

19. y′′ tg y = 2(y′)2. 20. 3yy′′ + (y′)2 = 0.

21. xy′′′ + y′′ + x = 0. 22. x5y′′′ + x4y′′ = 1.

23. (1 + x2)y′′ + 2xy′ = x3. 24. y′′′ tg x = y′′ + 1.

25. xy′′′ + y′′ =
√

x.
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Задача 6. Найти общее решение указанного дифференциально-
го уравнения.

1. y′′ + 6y′ + 9y = (16x + 24)ex + 2 sin 6x + cos 6x.

2. y′′ + 2y′ − 3y = (8x + 6)ex + sin x + 3 cosx.

3. y′′ − 2y′ − 3y = 6x2 − 1 + 3 cosx.

4. y′′ − 2y′ − 3y = (8x − 14)e−x − sin 3x.

5. y′′ − y′ = 6x + 5 + cosx.

6. y′′ − y′ = xex + sinx.

7. y′′ − y′ = x2 + x + 5 cos 2x − sin 2x.

8. y′′ − y′ = xe2x + 8 sinx + cosx.

9. y′′ + 3y′ + 3y = 1 − x2 + 9 sin 2x.

10. y′′ + 3y′ + 2y = e2x + cos 10x − 2 sin 10x.

11. 7y′′ − y′ = 12x − 7 cosx + sin x.

12. 7y′′ − y′ = e7x + 8 cos7x + 3 sin 7x.

13. y′′ − 4y′ = xe2x + 6 cos 2x − 3 sin 2x.

14. y′′ − 13y′ + 12y = x + 1 − 14 sinx.

15. y′′ − 13y′ + 12y = ex + 7 cosx − 2 sinx.

16. y′′ − 5y′ + 6y = 6x2 + 2x − 5 + 16 sin 3x − cos 3x.

17. y′′ − 5y′ + 6y = xe−x − sin 2x + cos 2x.

18. y′′ − 3y′ + 2y = (1 − 2x)ex + 18 sinx.

19. y′′ − 3y′ + 2y = 1 − x2 + 19 sinx + cosx.

20. y′′ − 2y′ + y = (2x + 5)ex − 5 sin 6x.

21. y′′ − 2y′ + y = 5x + 10 + cos 2x − sin 2x.

22. y′′ + 3y′ + 2y = x2 + 2x + 3 − 4 sin 3x.

23. y′′ + 3y′ + 2y = −e−x − 2 cos 2x + sin 2x.

24. y′′ − 4y′ + 3y = −4xex + cosx.

25. y′′ − 4y′ + 3y = 3x + 4 − 8 sin 2x + cos 2x.
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