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Глава 1.

Дифференциальные уравнения 
первого порядка

Дифференциальным уравнением (ДУ) называется уравнение, 
связывающее независимую переменную х, искомую функцию у{х) 
и ее производные у'{х), у"{х), ..., у^пЦх):

F(x,y(x),y'{x),y"(x) , . . . ,y{n){x)) =  О,

где F  — функция указанных аргументов, заданная в некоторой об
ласти их изменения.

Если искомая функция зависит от одной переменной, то диф
ференциальное уравнение называется обыкновенным. Если искомая 
функция зависит от нескольких переменных, то соответствующее 
дифференциальное уравнение называется уравнением с частными 
производными.

Порядком дифференциального уравнения называется порядок 
наивысшей производной, входящей в это уравнение.

Если уравнение можно разрешить относительно старшей про
изводной:

У{п) = f{x,y(x) ,Vl{x),y"(x\l ...,y(-n~1)(x)),

то уравнение называется ДУ n-го порядка, разрешенным относи
тельно старшей производной.

Функция у = у(х), определенная и непрерывно дифференци
руемая п раз в интервале (о, Ь), называется решением дифферен
циального уравнения в этом интервале, если она обращает данное 
уравнение в тождество, т.е. ^

Р'(х,у(х),у'(х),у'> (х),. . . ,у{п) (х)) =  О, 

для всех х G (а, Ь).
График решения дифференциального уравнения называется ин

тегральной кривой.
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§1. Общие понятия. Теорема существования и 
единственности

ДУ первого порядка называется уравнение, связывающее неза
висимую переменную я, искомую функцию у (я) и ее производную 
у'(х):

F(x,y(x),y' (x))  =  0.

Если это уравнение разрешимо относительно у', то имеем

у' =  /(*>у)> (1-1)

откуда dy — / (я ,  y)dx — 0, или в более общем виде

M{x,y)dx  +  N{x,y)dy  =  0.

Функция у =  у(я), непрерывная и непрерывно дифференциру
емая в интервале (о, 6), называется решением ДУ первого порядка, 
если она обращает данное уравнение в тождество на этом интервале. 
Если решение ДУ задано в неявном виде, то его называют интегра
лом ДУ. График решения ДУ называют интегральной кривой.

Задача Коши. Найти решение у = у(х) ДУ (1.1), удовлетворя
ющее начальному условию

у(зк>) — Уо- , - (1-2).

Геометрический смысл этой задачи состоит в том, что ищет
ся интегральная кривая, которая проходит через точку Мо(хо>Уо)> 
принадлежащей области D плоскости хОу.

Теорема 1.1 [о существовании и единственности решения за
дачи Коши]. Пусть выполнены следующие условия:

1) функция f i x , у) непрерывна в замкнутой области

Д =  {(я. у) I |* -  Sol ^ а, |у - у о К  &}.

следовательно ограничена в ней ( |/(я ,у ) | ^  А);
2) в области D функция /(я , у) по переменной у удовлетворяет 

условию Липшица, т.е. для всех (я, у) и (я, у) из D выполняется 
неравенство |/ (я , у) -  /(я ,у ) | L\y -  y\j

3) точка Мо(яо,Уо) лежит внутри D.
Тогда решение уравнения (1.1) с начальным условием (1.2) су

ществует и единственно.
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Замечания.
df1. Условие Липшица выполняется всегда, когда частная производная -т~ в8у

< М.области D  ограничена, т.е. существует М > 0, что

2. Теорема дает достаточные условия единственности, а значит, задача 
может иметь единственное решение и при невыполнении какого-либо условия 
теоремы.

3. Для существования решения достаточно только непрерывности функции 
f(x,y) в области jD, но при этом решение может не быть единственным.

Общим решением ДУ первого порядка называется функция 
у = <р(х, с), зависящая от произвольной постоянной с и удовлетво
ряющая условиям:

а) функция (р(х, с) обращает данное уравнение в тождество;
б) для любых начальных условий у{хо) =  уо можно найти такое 

с =  со, что функция у =  ip(x, со) удовлетворяет этим начальным 
условиям.

Общее решение Ф(х,у,с) =  0, заданное в неявном виде, назы
вается общим интегралом этого уравнения. Геометрически общее 
решение и общий интеграл представляют собой семейство интег
ральных кривых на плоскости, зависящее от одного параметра с.

Частным решением ДУ называется решение у =  </>(я,со), полу
ченное из общего решения при фиксированном значении с =  со, где 
со — число. Аналогично определяется и частный интеграл.

§2. Уравнения с разделяющимися переменными

Уравнение вида

M 1(x)N1(y)dx + M2(x)N2(y)dy ~  О (2.1)

или
у ' = М ^ х Щ ( у )  (2.2)

называется уравнением с разделяющимися переменными.
Предполагая Ni{y)M2(x) ф 0 и разделив (2.1) на это выраже

ние, уравнение (2.1) можно привести к виду

Mi{x)
М2(х)

dx + Щу) d y -  О,

которое имеет общий интеграл

М\(х)
М2{х) dx +

/
Ы у)
Ы у)

dy =  с.

(2.3)
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Аналогично, предположив N$(y) Ф 0, (2.2) приводится к виду

Уравнения (2.3) и (2.4) называются уравнениями с разделенны
ми переменными, а переход от уравнений (2.1) и (2.2) к уравнениям 
(2.3) и (2.4) соответственно называется процедурой разделения пе
ременных.

Замечание. Корни уравнения N}(y) — 0 и Мъ{х) = 0 являются решениями 
уравнения (2.1), а корни уравнения N 3{y) = 0 являются решениями уравнения 
(2 .2).

П ример 2.1. Решить уравнение (1 -  x)ydx  -  (1 +  y)xdy =  0.
Решение. Поделив на ху Ф 0, получим

Интегрируя, получаем In |а;у| — х -  у =  с — общий интеграл урав
нения. Очевидно, совокупность всех решений исходного уравнения 
задается общим интегралом и решениями х  =  0 и у  =  Q.

§3. Уравнения, приводящиеся к уравнениям с 
разделяющимися переменными

Рассмотрим уравнения вида

где а,Ъ, с — постоянные.
Если Ь =  0, то это уравнение уже является уравнением с раз

деляющимися переменными.
Полагая Ь ф 0, введем новую функцию и — и(х): и = ах + by + с

да уравнение (3.1) преобразуется к виду и' =  а + bf(u), которое 
является уравнением с разделяющимися переменными.

Ы у)
=  Мз (х )с1х , (2.4)

которое имеет общий интеграл

у1 =  f{ax + by + c), (3.1)

и — а
и, дифференцируя обе части равенства, получим у  =  — -— . Тог
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Пример 3.1. Решить уравнение у' =  (2х +  6у — I)2.
Решение. Введем функцию и =  2х + 6у — 1. Дифференцируя обе

и' -  2части равенства, имеем у ~ в силу чего исходное уравнение
примет вид и' = 2 +  6и2. После разделения переменных получим 

duуравнение 6м2 + 2
= dx, общий интеграл которого есть

л/3 arctg л/з и — х  +  с.

Возвращаясь к функции у — у(х), имеем

ч/З arctg \/3(2х + 6у — 1) =  х  4- с,

т.е. общий интеграл исходного уравнения.

§4. Однородные уравнения

Функция F(x ,y ) называется однородной n-го измерения (по
рядка) относительно переменных х  и у, если для любых . Л вы
полняется тождество F( \x ,Xy)  =  AnF(x,y).  Например, функция 
F(x, у) =  2ху + х 2 — однородная функция второго порядка, так 
как

F(Xx,Xy)  =  2А 2ху + Х2х 2 — А2(2 ху  +  х 2) — X2F(x,y).  

Дифференциальное уравнение

М(х, y)dx  +  N{x , y)dy = О

называется однородным, если М(х,у )  и N ( x , y ) — однородные 
функции одного и того же измерения или дифференциальное урав
нение

у ' = F(x,y)  (4.1)

называется однородным, если F(x, y) — однородная функция Нуле
вого измерения.

Однородное уравнение (4.1) приводится к уравнению с разделя
ющимися переменными с помощью замены у =  и х , где и = и(х) — 
новая функция, тогда у' =■ и + и'х. Подставляя эти выражения в
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(4.1), имеем и +  и'х  =  F(l ,u )  — уравнение с разделяющимися пе
ременными. Разделяя переменные и интегрируя, получим общий 
интеграл

du
F(  l ,u )  — и

= In |я| + с.

После подстановки в последнее выражение вместо и соотношения -
х

получается общий интеграл уравнения (4.1).
XVПример 4.1. Решить уравнение у' =  -=-----

хг +  у2
Решение. Делаем замену у — их, тогда

и + и'х
и

и2 + 1
du

ИЛИ — X =
ах и2 +  1

Разделяя переменные и интегрируя, имеем:

и2 + 1 , dx 
-du =и° х

— i u  2 4- In |ы| =  — In |х| +  с.

УТеперь, подставляя вместо и =  - ,  получим общий интеграл исход
ного уравнения: Х

х
2у‘

+ In У I =  — In |ж| +  с.

§5. Уравнения, приводящиеся к однородным 
уравнениям

Рассмотрим уравнения вида

dy _  (  ах + by + с \
, dx \ a i x  + b iy+ 'c i)  '

(5.1)

где a, b, c, a b  bit Ci — постоянные.
Если с = cx s= 0, то (5.1) — однородное уравнение.
Пусть хотя бы одно из чисел с или с\ не равно нулю. Сделаем 

замену переменных: х  =  xi + h, у =  у\ + к, где х\,  ух -  новые пере
менные, числа h и к подлежат определению. Подставляя в уравнение 
(5.1) выражения х , у, у1, имеем

dyi 
dx i

ах х +  byx + ah + Ьк + с 
1 Xj +  з/1 + aj h + к -(- ci
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Подберем h и к так, чтобы выполнялись равенства

Г ah + bk + е = О,
\  a^h + b\k + ci =  0.

Это можно сделать, если определитель

Д = а b
Ql b 1 Ф 0.

Тогда уравнение (5.1) становится однородным:

dy1 _  ^  (  ах 1 + byi \  
dxi  \a jxx  + bjj/i)

Если определитель Д =  0, то а =  Aoi, b — Xbi и уравнение (5.1) 
преобразуется к виду

dy _  j. / \{а \х  + biy) + с\  
dx J \  a jx  +  бху + Сх /

которое подстановкой z = а\х  + Ь\у приводится к уравнению

dz , .
s  = a i + i , , /

/  \ z  +  с \  
Vz + Cx J

с разделяющимися переменными.

§6. Линейные уравнения. Уравнения Бернулли

Уравнение
у' +  Р(х)у = Q{x), (6.1)

где Р(х), Q(x) — заданные непрерывные функции или постоянные, 
называется линейным ДУ первого порядка.

Решение линейного уравнения ищут в виде у(х) =  u(x)v(x), 
тогда у' =  u'v  +  uv'. Подставляя эти выражения в уравнение (6.1), 
его приводят к виду

+ ( £ + р(^ ) = <6'2)
В качестве функции v выбирают одну из функций, удовлетво

ряющих уравнению v' +  P(x)v  =  0, после чего функция и определя
ется из уравнения vu' — Q(x).
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Уравнение (6-1) можно решить и методом вариации произволь
ной постоянной, состоящий в следующем: сначала находят общее 
решение однородного уравнения у' +  Р(х)у = 0; величину с, входя
щую в это общее решение, полагают функцией от х  и,‘ подставляя 
это общее решение с неизвестной функцией с(х) в уравнение (6.1), 
находят ее.

П ример 6 .1. Проинтегрировать дифференциальное уравнение

У' ~  ~ р [ У  ~  0е +  Х)3- ’ (6 -3)

Решение. Полагая у =  uv, у' — u'v + ш / и подставляя это в 
исходное уравнение, имеем

u'v +  и |  V' -  =  (х + I)3.

Функцию v определим из уравнения

(6.4)

, 2v dv 2dx
v -------— =  0 или — = -----

х + 1  v 1 + 1

откуда In |и| =  21п|а: +  1| +  1п|с|. Положим с — 1, получаем 
v =  (х +  I)2. Теперь уравнение (6.4) с учетом последнего равен
ства сводится к уравнению /

'(х + I )2 =  (х + I )3 или и' = X + 1 

(х + 1)2из которого определяется и =  
решение уравнения примет вид.(х + I)4у -  ---- -----

+ с. Следовательно, общее

+ с(х + I )2

Приведем решение уравнения (6.3) методом вариации, для чего 
решим однородное уравнение

У ~ ----- - у  ~  0 или
2 +  1 У

dy 2 dx
2 + 1

После интегрирования обеих частей

In \у\ = 2 In |2 +  1| +  In |с|, у = с(х +  I)2,
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которое является общим решением однородного уравнения. Общее 
решение уравнения (6.3) ищем в виде у = с(ж)(х+1)2, где с(х) — не
известная функция, подлежащая определению. Для ее нахождения 
последнее выражение подставляем в уравнение (6.3). Тогда

с'(х + 1)2 + с-2(х + 1 )---- ^ -(ж  + 1)2 = (х + I)3,

с'(х) =  X +  1, с(х) =  - 4- с.

Окончательно,

у ~  с{х){х +  I )2 =  +  c j (х +  I )2 =  ^  ~2 1'> +  ф  + I)2,

которое является общим решением уравнения (6.3).
Уравнение у' +  Р{х)у =  Q(x)ya. где Р(х), Q(x) — заданные не

прерывные функции, а ф 0; 1 — действительное число, называется 
уравнением Бернулли.

С помощью подстановки х =  у1~а это уравнение сводится к 
линейному относительно неизвестной функции z(x).

§7. Уравнения в полных дифференциалах

Уравнение
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 (7.1)

называется уравнением в полных дифференциалах, если его ле
вая часть является полным дифференциалом некоторой функции 
U(x,y),  то есть

dU(х,у) -  М(х, y)dx +  N ( x , y)dy. (7.2)

Общий интеграл уравнения (7.1) записывается в виде U(x,y) — с. 
Так как

dU{x,y) dU(x>y)
dU(x,y) = - ^ ~ ^ l d x  + 

то из (7.2) и (7.3) имеем уравнения
ду

dx. (7.3)

(7.4)
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из которых находится функция U{x,y).
В предположении, что функция U(х , у) имеет непрерывные про

изводные до второго порядка включительно, необходимое и доста
точное условие того, что уравнение (7.1) является уравнением в 
полных дифференциалах определяется равенством

дМ(х,у)  _  ON(x,y)
ду ~  дх  ' . (7'5)

Для нахождения функции U (х , у) интегрируют первое из ра
венств (7.4) по переменной х, а второе — по переменной у (пере
менная, по которой не ведется интегрирование, рассматривается 
как параметр):

U(x,y)  =  J M(x,y)dx + y>(y), U(x,y)  — J N(x,y)dy + if>(x),

где <p(y), i>(x) — произвольные функции своих аргументов. Прирав
нивая последние выражения, получают уравнение для определения 
этих функций:

J М(х,  y)dx +  tp(y) =  J N(x,  y)dy + ф(х).

Тогда общий интеграл уравнения в полных дифференциалах запи
сывается в виде

J M(x,y)dx + (р(у) = с или JN(x ,y )dy+  ip(x) — с.

Пример 7.1. Решить уравнение ( x + y + l )d x + (x -y 2+3)dy =  0. 
Решение.

М(х,у)  = х  + у + 1, N(x, у) =  х  -  у2 + 3,

дМ(х,у)  dN(x,y )  __ 
ду ’ дх

Т.е. выполняется условие (7.5). Значит, данное уравнение является 
уравнением в полных дифференциалах. Вычислив интегралы

J M(x ,y )dx  = J(x + 2/ +  l)d® =  Y + j/a :  +  a; +  ip(y),
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J  N(z ,  y)dy  =  J ( x  -  у 2  - f  3) dy =  xy -  у  +  3у - f  ^ ( ж ) ,

и приравнивая их, имеем

откуда

уЗ
у  +  уаг +  х  +  <р(у) = ху  -  у  +  Ъу + ф(х),

уЗ х 2
<р(у) =  - J  + 3J/, ip{x) = а: + у .

х2 уЗ
Таким образом, -— + ух + х  + Зу — — — с — общий интеграл 

заданного уравнения.z

§8. Уравнения, не разрешенные относительно 
производной

Рассмотрим уравнение

F { x , y , y ' ) ~  О, (8.1)

не разрешенное относительно производной.
Если уравнение (8.1) удается разрешить относительно у' и по

лучить одно или несколько уравнений у' =  fi{x,y), % =  1, 2, ..., ре
шая эти, уже разрешенные относительно производной, уравнения, 
находят решение исходного уравнения.

П ример 8.1. Решить задачу Коши у'2 -  х 2 — 0, у(1) =  1. 
Решение- Из у’2 = х2 имеем два уравнения у' — х  и у' = - х .  

Интегрируя эти уравнения, общее решение заданного уравнения по
лучается в виде двух семейств интегральных кривых у — ~х2 +  с\

и у — - ^ х 2 -I- С2- Из начальных условий у(1) =  1 определим значе- 
■ 1 3

ния ci и С2: ci = - ,  с2 = Таким образом, решение задачи Коши
1 1

исходного уравнения представляют две параболы у(х) =  - х 2 + -  и
1 3

у(х) — - - х 2 +  2 ’ к0Т0РЬ1е проходят через точку (1;1), но принад
лежат, разным семействам интегральных кривых исходного урав
нения.

Если уравнение (8.1) можно разрешить относительно независи- 
I мой переменной х: х  — /  (у, у1), то решение ищется в параметричес- 
• кой форме, вводя параметр р = у' Тогда х  =  /(у ,р ), где f(y,p)  —
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известная функция двух аргументов и dx -  f'ydy + f'dp. Учитывая, 
что dy -  pdx, получают {pf'y -  1 )dy+pf 'vdp ~  0  — дифференциаль
ное уравнение относительно переменных р  и у. Решая его, находят 
функцию у = р(р,с), которая вместе с х  =  f (y,p)  =  f(ip(p,c),p) 
определяет общее решение уравнения (8.1) в параметрической фор
ме.

П ример 8.2 . Решить уравнение х =  у — у' -р In у'.
Решение. Вводя параметр у' = р, имеем

Так как dy =  pdx, то

dy = pdy +  (1 -  p)dp или (1 -  p)dy ~  (1 -  p)dp.

Если p ф 1, то из последнего уравнения следует уравнение 
dy =  dp. Решая его, находим функцию у = р +  с, которая вместе с

определяет общее решение данного уравнения в параметрической 
форме. Из параметрической формы решения у =  р +  с, х  =  1пр -  с, 
исключая параметр р, получается общее решение в виде у =  ех+с+с.

Если р =  1, то подставляя в уравнение х  =  у - p + ln p ,  получаем 
решение у  =  х  +  1.

Таким образом, совокупность всех решений данного уравнения 
состоит из общего решения у — ех+с + с и решения у =  х  + 1.

Если уравнение (8.1) разрешимо относительно искомой 
функции у: у =  f i x , у'), также вводят параметр р =  у'. Тогда 
у =  f{x,p) , dy = f'xdx + f'pdp. Учитывая, что dy.= pdx, получают 
( / '  -  p)dx +  f'pdp =  0 — дифференциальное уравнение относительно 
переменных р и х. Если решение этого уравнения будет найдено 
в виде р =  р(х,с), то, подставляя его в равенство у =  f (x ,p),  
получают у =  f (x,p(x,c))  — общее решение уравнения (8.1). Если 
же решение уравнения будет найдено в виде функции х  =  <р(р,с), 
то она вместе с у =  f (x ,p)  =  f(<p(p, с),р) определяет общее решение 
уравнения (8.1) в параметрической форме.

П ример 8.3. Решить уравнение у ^  2ху'  +  еу .
Решение. Вводя параметр у' =  р, имеем

dx = dy+  у

х — у -  р +  Ь р  =  р +  с — р -(- 1пр  =  1пр -  с

у =  2 хр + ер, dy =  2pdx +  (2ar +  ep)dp.
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С&Я/ pf*
Так как dy — pdx, то получаем —— t- 2— = —------ линейное урав-

dp р р
нение относительно х. Решая его, находим функцию

х = \ { е р - р е р + с),
Р2

которая вместе с функцией

у =  2хр + ер ~ -(ер + с) — ер

определяет общее решение исходного уравнения в параметрической 
форме.

Задачи для самостоятельного решения

1. Решить уравнения с разделяющимися переменными и урав
нения, приводящиеся к уравнениям с разделяющимися переменны
ми:

1) xydx + {х +  1 )dy =  0;
2) (у2 — xy2)dx +  (ж2 +  yx2)dy =  0;
3) sin х cos ydx -  cos x sin у dy =  0;
4) (x +  l)j/' +  xy =  0;
5) xy’ -  2y;
6) y' =  cqs(x +  y);
7) y' = y/( ix ~ y + l )2.
2. Решить однородные уравнения и уравнения, приводящиеся 

к однородным уравнениям,: .
1) (2х -  y)dy -  (х +  2y)dx =  0;
2) (ж +  2y)dx — xdy =  0;
3) ху' -  у =  х tg

XЛ у4) у' = ех +
X

5) у1 -
\ /х 2 -  у2 + у _

6) (у + 2)dx -  (2х + у — 4)dy ~  0;
7) (3у -  7х +  7)dx -  (Зж - 7 у -  3)dy — 0.
3. Решить линейные уравнения и уравнения Бернулли:

я  у' -  г т т = + 1)3;
2) (х -  хг)у' +  (2ж2 -  1)у -  х3 = 0;
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4) xdy +  (x2 + x y -  y)dx =  0;
5) (1 4- y2)dx =  (arctgy -  x)dy\
6) y' + xy  =  x 3y3;
7) (y In x  — 2)y dx — x dy.
4. Проверить, что данные дифференциальные уравнения явля

ются уравнениями в полных дифференциалах и найти общие интег
ралы этих уравнений:

2) xy2dx +  у(х2 +  y2)dy =  0;
3) (у3 +  cos x)dx +  {Ъху1 +  ev)dy =  0;
4) (2а: +  y)dx + (х + 2y)dy ~  0;
5) 2х cos2 ydx  +  (2у -  х 2 sin 2y)dy =  0.
5. Решить уравнения, не разрешенные относительно производ

1) у  — у '2 + V 3;
2) х  =  у'3 - у '  + 2;
3) х  =  2у' -  liiy';
4) у = еу'(у' -  1);
5) у =  у' In у'.

ной:

6. Решить задачи Коши:

4) у' =  2у +  еж -  х, у(0) =

5) x y '=  y l n - ,  у(1) =  1.
х
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Глава 2.

Дифференциальные уравнения 
высших порядков

§1. Основные понятия

Дифференциальным уравнением п-го порядка называется урав
нение, связывающее независимую переменную х, искомую функ
цию у(х) и ее производные до n-го порядка включительно:

F(x,y,y' ,y", . . . ,y{n)) =  0 . (1 .1 )

Функция у = у{х), непрерывно дифференцируемая п раз, на
зывается решением дифференциального уравнения (1.1), если при 
подстановке в это уравнение самой функции и ее производных полу
чается тождество. График решения называется интегральной кри
вой.

Задача Коши. Найти решение у = у(х) уравнения (1.1), удов
летворяющее начальным условиям

У =  Уо, у 1 =  Уо, у"  = Уо, ■■■, у {п~ 1) =  УоП~ 1) ПРИ х  ~  х 0 , (1-2)

где хо, Уо, Уо, -., У ^~1} — заданные числа, называемые начальными 
данными решения.

Т еорем а 1.1 [о существовании и единственности • реше
ния]. Если в уравнении = f(x ,y ,y ' , . . . ,y ^n~^)  функция
f { x , y , y ' , ...,у<-п~1)) и ее частные производные по у, у ..., 
непрерывны в некоторой закмнутой области G (п + 1)-мерного про
странства, определяемые неравенствами: |х — х0| ^  а, \у — уо\ ^  Ь, 
IУ' -  Уо\ ^  Ь, ..., |у(п_1) -  2/оП_1)| ^  Ь, а >  0, Ь > 0, то для 
любой внутренней точк№-вбйввад-&-^У&(ж^т|«&м|4 т. мЗ/оП~1)) € G

| Чувашский
I  ГО017унИ1*йОГ!НТ'.; . '
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существует единственное решение у =  у(х) данного уравнения, 
удовлетворяющее начальным условиям у — уо, у' =  у(,, у" =  уЦ, ..., 
у("~1) =  при х  =  Жо-

Общим решением дифференциального уравнения n-го порядка 
(1.1) называется функция у =  <p{x,Ci,C2, —,Cn), зависящая от п 
произвольных постоянных и удовлетворяющая условиям:

а) она обращает уравнение (1.1) в тождество при любых значе
ниях произвольных постоянных Ci, С2 , . Сп;

б) для любых начальных условий (1.2) постоянные можно по
добрать так: Ci =  С°, Сг — С$, ..., Сп =  (7°, что решение 
у =  1р(х,С^,С°,  ...,(7°) удовлетворяет этим начальным условиям.

Общее решение Ф(х,у, С\ ,С2, ...,СП) = О, заданное в неявном 
виде, называется общим интегралом дифференциального уравнения 
n-го порядка. Геометрически общее решение и общий интеграл диф
ференциального уравнения n-го порядка представляют собой семей
ство интегральных кривых, зависящее от тг параметров.

Частным решением дифференциального уравнения n-го поряд
ка называется решение у =  хр{х,С^,С%, ...,<7°), полученное из об
щего решения фиксированием произвольных постоянных: Ct =  С?, 
С2 =  С§, .... Сп = C l

§2. Линейные дифференциальные уравнения. 
Общая теория

Уравнение вида

У{п) + а х{х)у{п~ 1) + + an-i{x)y'  + ап(х)у = f (x ) ,  (2.1)

где ах{х), а2(х), ..., ап(х), / ( х )  предполагаются заданными непре
рывными функциями, называется линейным дифференциальным 
уравнением n-го порядка.

Если f ( x )  = 0, то линейное уравнение

У(п) +  Oi (х)у(п~1] +  ... + оп_! (х)у' +  ап(х)у =  0 (2.2)

называется однородным (ЛОДУ). Если }{х) ф 0, то линейное урав
нение (2.1) называется неоднородным (ЛНДУ).

Если функции yi =  yi(x), у2 =  у2(х), ..., уп ?= уп(х) — решение 
ЛОДУ, то любая их линейная комбинация

у(х) = Сх yi (х) + С2у2(х) + ... +  С„уп(х)
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является решением ЛОДУ.
Функции J/1 (2 ), 2/2(2), ..., уп(х) называются линейно зависимы

ми на интервале (а ,6), если существуют постоянные числа Ci, С2 , 
•••> Сп, не все равные,нулю, что на (а ,6) справедливо тождество

Ci 2/1 (я) +  С2у2{х) +  ... +  СпУп{х) =  0. (2.3)

Если тождество (2..3) справедливо только при нулевых посто
янных Cl = С2 =  ... =  Сп =  О, то функции 3/1 (ж), у2{х), ..., уп{х) 
называются линейно независимыми.

Пример 2.1. Функции 2/1(2) =  sin2 х, 2/2(2) =  cos2 а:, 1/3(2) =  1 
линейно зависимы на всей числовой оси М, так как существу
ют числа Ci =  1 ф О, С2 = 1 /  О, С3 = - 1  ф 0, что 
1 - sin2 2 +  1 • cos2 2 — 1-1  =  0 на К. Функции 2/1(2) =  1 ,2/2(2) =  х, 
2/3(2) =  х2 линейно независимы на Ж, так как линейная комбина
ция Ci • 1 +  С2 • х 4- Сз • х2 =  0 только при нулевых коэффициентах 
Ci =  С2 =  Сз =  0.

Решения у\, у2, ..., уп ЛОДУ линейно зависимы на (о, 6), если 
определитель Вронского (вронскиан)

W(x)  = W(yi{x) , . . . ,yn{x)) =

2/1 2/2 Уп
2/2 Уп

- у<Г1)

равен нулю для некоторой точки хо G (a,b): W (x0) =  0. Откуда 
следует, что W(x)  = 0  на (а,Ъ). Указанные п решений линейно не
зависимы на (а, Ь), если W (x 0) Ф 0, откуда следует, что W(x) ф 0 
на (а, Ь).

Любые п линейно независимых решений ЛОДУ (2.2) называют
ся фундаментальной системой решений, которая для любого ЛОДУ 
п-го порядка существует. Если 2/1(2 ), 2/2(2 ), ..., уп(х) — фундамен
тальная система решений, то уо(х) =  Cr3/i(2)+C 22/2(2)+ ...+ C n2/„(2) 
есть общее решение ЛОДУ.

Общее решение у(х) ЛНДУ (2.1) равно сумме общего реше
ния 2/0(2) ЛОДУ (2.2) и частного решения у(х) ЛНДУ (2.1), т.е. 
2/(2) =  2/0(2 ) +  2/(2). Для нахождения у можно применить метод ва
риации произвольных постоянных, который состоит в следующем:

а) находят фундаментальную систему решений т/ i , у2, ..., уп 
для ЛОДУ;

б) решение у ищут в виде у — C\yi  + С2У2 + + Спуп> где ко
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эффициенты полагают неизвестными функциями от г: С, =  Ci(x), 
i  =  l ,n ;

в) производные этих функций определяют из системы

С[ у\  +  С2У2 +  ... +  С'пуп =  О,
C[y'i +  С2У2 +  ... +  С'пу'п =  О,

С{у\п- 2) +  С&2п~2) + ... +  С'пу £ - 2) =  О,
С[у(г 1) +  С'2У{2П~1) +  -  +  =  т ,

которая всегда имеет решение С'(х), г = 1 ,п. Вычисляя от полу
ченных функций интегралы, находят С*(аг).

§3. Линейные дифференциальные уравнения 
второго порядка с постоянными 
коэффициентами

Уравнение вида

у" +ру' +qy  =  f{x) ,  (3.1)

где р, q — числа, f ( x )  — заданная непрерывная функция, на
зывается линейным неоднородным дифференциальным уравнени
ем (ЛНДУ) второго порядка с постоянными коэффициентами. Если 
f {x )  =  0, то уравнение

у" + РУ1 +  ЧУ = 0, (3.2)

называется линейным однородным дифференциальным уравнением 
(ЛОДУ) второго порядка с постоянными коэффициентами.

Для нахождения общего решения ЛОДУ (3.2) составляют харак
теристическое уравнение

к2 + pk + q = 0, (3.3)

и в Зависимости от его корней ki и &2 получают общее решение
Уо(х ):

1) если к\ и к2 — действительные и различные, то

■ !*»(*) =  Схек' х +  С2ек’х;

2) если корни действительны и одинаковы: кг = Аг2, то

у0(х) = С 1ек' х + С2хек' х;
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3) если fci — а  4- i0, к2 — а  -  i/З являются парой комплексно 
сопряженных корней, то

Уо(х) ~  eax(Ci cos fix + С2 sin fix).

Пример 3.1. Решить уравнение у" — 2>у‘ 4- 2у =  0.
Решение. Корнями характеристического уравнения

Лг2 — ЗА: 4-2 = 0

являются ki = 2, к2, =  1, тогда у0(ж) =  Cie2x +  С2ех —  общее 
решение.

Пример 3.2. Решить уравнение у" -  Ау1 + Ау =  0.
Решение. Корнями характеристического уравнения

А:2 -  4А: + 4 = 0

являются числа кг =  к2 = 2, тогда у0(х) = e2x(Ci + С2х).
Пример 3.3. Решить уравнение у" + 2у' + 5у — 0.
Решение. Корнями характеристического уравнения

к2 + 2к + 5 =  0

являются числа ki =  — 1 4- 2г, к2 =  — 1 — 2г, тогда 

уо(г) =  е_х (Ci cos 2х 4- С2 sin 2х)

— общее решение.
Общее решение ЛНДУ (3.1) находится в виде

У =  Уо 4- у, (3.4)

где уо — общее решение ЛОДУ (3.2), у — частное решение ЛНДУ 
(3.1).

Для нахождения у применяют метод вариации произвольных 
постоянных или в простейших случаях, когда правая часть f (x )  
имеет специальные виды, применяется метод неопределенных ко
эффициентов.

1. Если /(ж) =  еаж • Рп(х), где а — число, Р„(ж) — многочлен 
степени п и а  — не корень характеристического уравнения (3.3), 
то полагают

у = еах • Qn(x), (3.5)
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где Qn{x) —- многочлен степени п  с неопределенными коэффициен
тами, для нахождения которых (3.5) подставляют в уравнение (3.1) 
и, приравнивая выражение при одинаковых степенях х в левой и в 
правой частях полученного тождества, получают систему уравне
ний для нахождения этих коэффициентов.

В’ случае, если а. — корень характеристического уравнения 
кратности г, где г — 1 или 2, то полагают у  =  x reaxQn{x). Для 
нахождения неопределенного многочлена Qn(x) поступают анало
гично предыдущему случаю.

2. Если f (x )  =  eax(Pn(x)<x)s0p +  Q m{x)smf3x), где а, /3 — 
постоянные числа, Рп(х), Qm(x) — многочлены степени п и т  со
ответственно и а  ±  i)3 не являются корнями характеристического 
уравнения, то полагают

у = еах (Tn  (х)со$Рх + SN{x)sin0x),  (3.6)

где Гдг(х), 5V(x) — многочлены с неопределенными коэффициента
ми степени N  =  m axjn, m ). Для нахождения этих коэффициентов 
(3.6) подставляют в уравнение (3.1) и, приравнивая выражения при 
одинаковых степенях х  отдельно при синусах и отдельно при коси
нусах в левой и правой частях полученного тождества, получают 
систему уравнений.

В случае, если а ± г 0  являются корнями характеристического 
уравнения кратности г (в случае уравнения второго порядка г =  1), 
то полагают

у = х Теаг (Тн(х) cos/Зх + S n (x ) sin /Зж),

где неопределенные многочлены Ijv(x) и S n (x ) имеют такой же 
смысл, что и в выражении (3.6) и для их нахождения поступают 
аналогично.

П ример 3.4'. Решить уравнение у" +  4у' 4- 20у =  34е~х.
, Решение. Сначала найдем общее решение однородного 

уравнения у" + 4у' + 20у =  0. Характеристическое уравнение 
к2 +  4к +  20 = 0 имеет корни fcj =  - 2  +  4i, к2 = - 2  -  4г. Тогда 
Уо ~  е~2х{Сicos4x + C2sin4a;) — общее решение ЛОДУ. Найдем 
частное решение у ЛНДУ. / ( х )  =  34е~х, а =  —1 не является корнем 
характеристического уравнения. Тогда у — Ае~х, у 1 = - А е ~ х, 
у" =  Ае~х и, подставляя их в исходное уравнение, получим 
17Ае~х = 34е~х, откуда А = 2. Таким образом, у = 2е~х и общее 
решение исходного уравнения равно

у = e~2x(Ci cos4x + С2 sin 4х) + 2е~х.
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Пример 3.5. Решить уравнение у" -  у =  хех.
Решение. Однородное уравнение у" — у =  0. Характеристичес

кое уравнение к2 -  1 =  0 имеет корни ki = 1 и fc2 =  —1. Тогда 
у0 =  С\ех +Съе~х. /(х ) = хе1, где а — 1 и является корнем характе
ристического уравнения кратности г =  1, значит, частное решение 
ищем в виде у  =  х(Ах + В)ех. Тогда, вычисляя#" = (х(Ах + В)ех)" 
и подставляя выражения для у и у" в исходное уравнение, полу
чим тождество 4Ах  +  2В + 2А = х. Откуда имеем систему 4А  =  1,
2В 4- 2А = 0. Решая ее, получим А  =  - ,  В  =  Таким образом,4 4

y = C‘ieI + C 2e - x +  | ( x - l ) e *

есть общее решение исходного уравнения.
П ример 3.6. Найти частное решение неоднородного уравне

ния у" — 2 у' +  2 у — — 85cos3x.
Решение. Корнями характеристического уравнения

к2 -  2к + 2 =  0

являются числа fci =. 1 -г , fc2 = 1+*. f i x )  =  —85cos3x, а±г/3 =  ±3г 
не корень характеристического уравнения. Тогда

у =  A  c o s3 x  + B s in 3 x ,  у' =  — ЗЛ  s in 3 x  + З В собЗх ,

у" = - 9 A  cos Зх -  9 В sin Зх.
Подставив их в исходное уравнение, получим тождество

- ( 7 А  + 6J5) cos3xi+ (6Л — 7В)  sin3x — -85cos3x,

откуда имеем систему - 7 А — 6В  = -85 , 6Л -  7В  =  0. Рг?шив ее, 
найдем Л = 7, В = 6. Таким образом, у =  7cos3x +  6sin3x — 
искомое частное решение.

§4. Линейные дифференциальные уравнения п-го 
порядка с постоянными коэффициентами

Уравнения вида

y(n) + 'a iy (n_1) +  ... +  a„_ iy'  + апу = f (x) ,  (4.1)

где а\, a2, ..., a„_i, a„ -• числа, /(x )  — заданная непрерывная 
функция, называется линейным неоднородным дифференциальным
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уравнением (ЛНДУ) n -го порядка с'постоянными коэффициентами. 
Если f (x )  = 0 , то уравнение

У(n) +  +  ••• +  an- i  у' +  апу =  0 (4.2)

называется линейным однородным дифференциальным уравнением 
(ЛОДУ) п-го порядка с постоянными коэффициентами.

Для нахождения общего решения ЛОДУ (4.2):
1) составляют характеристическое уравнение

кп +  a i&n_1 + ... +  o„_iA: + a„ =  0;

2) находят корни этого характеристического уравнения fci, fc2 , 
..., кп\

3) по характеру корней выписываются линейно независимые 
решения, принимая во внимание, что:

а) если число fci — действительный корень кратности r i, то 
ему соответствует rj линейно независимых решений вида у\ = екгХ, 
у2 =  xek i X уГ1 =  х Г1ек' х\

б) если a± if i  — пара комплексно сопряженных корней кратнос
ти 5 , то ей соответствует 25 линейно независимых решений вида 
Vi — eaxcosfix, у2 =  еах sin fix, уз =  xea x cosfix, у4 =  хеах sin fix, 
■■■, 2/25-1 =  x s ~1eax cos fix, y2s  — x s ~l enx sin fix. Число всех найден
ных линейно независимых решений j/i, у2, ..., уп должно быть равно 
порядку п ЛОДУ;

4) находят общее решение ЛОДУ (4.2) по формуле

Уо(х) = С1уг(х) + С2У2 (х) + ... + Спуп(х).

П ример 4.1. Решить уравнение у -  16у =  0.
Решение. Характеристическое уравнение: fc4 -  16 =  0. Находим 

корни: fci — 2, /с2 =  -2 ,  fc3,4 =  ±2г. Все они кратности 1, тогда 
линейно независимые решения у у = е2х, у2 = е~2х, у3 =  cos2x, 
2/4 =  sin 2х и общее решение

Уо(х) =  С\е2х + С2е~21 + С3 cos2x + С4 sin 2х.

Общее решение ЛНДУ (4.1) находится в виде у =  уо+у, где t/o — 
общее решение ЛОДУ (4.2), у — некоторое частное решение неод
нородного уравнения. Для нахождения у применяют метод вариа
ции произвольных постоянных или в случаях, когда правая часть 
f ( x )  имеет специальные виды, применяют метод неопределенных

24



коэффициентов. Действия в этом случае аналогичны случаю ЛЯДУ 
второго порядка.

П ример 4.2. Решить уравнение у(4) -  у — 5 cos х.
Решение. Характеристическое уравнение, соответствующее од

нородному, имеет вид к4 -  1 =  0. Корнями являются числа ki — 1, 
к-2 — -1 , A:3i4 =  ±i.  Тогда общее решение однородного уравнения

Уо(х) =  С\е~х +  С%ех -t- С3 cosх  +  С\ sinх.

Далее, так как правая часть f (x )  — 5 cos я == о cos г  + 0 • sinx, 
то числа а  ±  ifi — ± i  являются для характеристического урав
нения корнем кратности один. Величина N  =  тах{0;0} =  0 и 
у =  х(А  cos х  + В  sin х). Подставляя это в исходное уравнение, полу
чим тождество 4Л sinx -  4 В cosx =  5cosx, откуда получаем А — 0, 

5 5В  — Таким образом, у — - - x c o s x ,  а общим решением исход
ного уравнения будет

5
у{х) — С\е~х + Сгех + Сз cosx +  С4sinx -  -xcosx .4

§5. Простейшие виды дифференциальных
уравнений высших порядков, допускающих 
понижение порядка

Рассмотрим 3 вида дифференциальных уравнений выс
ших порядков, допускающих понижение порядка: у^  = /(х), 
F(y,y ' ,y" ,  у ^ )  — 0, F{xiy '>y>>, ...,у^п'>) — 0. В целях большей на
глядности, последние два вида рассмотрим для дифференциальных 
уравнений второго порядка: F(x, у', у") — 0, F(y,y' ,y")  -  0.

Общее решение уравнения

У(п) = /(я) (5.1)

находится последовательным п кратным интегрированием. 
П рим ер 5.1. Решить уравнение у"' — 6х.
Решение. Последовательно интегрируя 3 раза, имеем

у" =  Зх2 +  Ci, у' =  х3 +  Cix 4- С2, у(х) ~  “  + ——  +  С2х + Сз — 
общее решение.

Для уравнения
F (x ,y r,y") = 0 (5.2)
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вводят обозначение у' =  р(х), тогда у" =  р'. Подставляя эти выра
жения в (5.2), получают уравнение F(x,p,p')  =  0 первого порядка 
относительно новой неизвестной функции р(х). Интегрируя, нахо
дят его общий интеграл <р(х,р, С\) =  0 или <р(х, у‘. С\) — 0. Наконец, 
интегрируя последнее полученное уравнение, находят общий интег
рал ip(x, у, С ьС з) =  0 исходного уравнения.

П ример 5.2. Решить уравнение ху" =  у'.
Решение. Обозначим у' = р(х), тогда у" = р' и уравнение

С?23 ((у
примет вид хр' =  р. Разделяя переменные, имеем — =  — , да-

р х
du

лее ln |p| =  ln |x | +  ln |C i|, р  =  Cix,  —  =  Cix, dp =  Cixdx,  
x2у =  Ci — +  (?2 — общее решение исходного уравнения.

В случае уравнения

чение ух —
dx

F(y ,y ’, y " )=  о 

пол;

■ р(у). Тогда

(5.3)

независимой переменной полагают переменную у и вводят обозна- 
_  аУ

Ухх
dp(y) _  dp 

dx dy
dy
dx =  p'y-P-

Подставляя выражения для y'x и y"x в уравнение (5.3), получим диф
ференциальное уравнение F(y, р, р' • р) — 0 первого порядка относи
тельно неизвестной функции р(у). Интегрируя, находят его общий

dy
интеграл cpi(y,p,Ci) или <pi Наконец, интегрируя
полученное дифференциальное уравнение, находят общий интеграл 
ф\(х, у, Ci, Сг) =  0 исходного уравнения.

Пример 5.3. Решить уравнение уу" -  {у')2 — 0.
Решение. Обозначим у'х =  р(у), тогда ухх — р'ур и уравнение 

примет вид ур'р — р* =  0. Откуда р(р'у - р )  • =  0. Последнее уравне
ние распадается на два: р  = 0 и р'у - р  — 0. Из первого уравнения 
получаем р  =  0, у' = 0, у =. С*. Второе уравнение р'у — р  =  0 явля
ется уравнением с разделяющимися переменными. Разделяя пере-

- dp dyменные, имеем — =  — , далее 
Р У

In jpj =  In |y| +  In |С21, р -  С2у или dy
dx

= С2у,
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^  = C2dx, ln |y |= 'C a*  + C3, У = еС2Х+Сл-
У

Таким образом, общее решение исходного уравнения задается сово
купностью равенств у — С\ и у — еС2Х+Сз.

§6. Нормальные системы дифференциальных 
уравнений

Система уравнений первого порядка

^ 7  =  Мх,У1,У2,~,Уп),  

^  =  Мх,У1,У2,-,Уп), (6.1)

dyn
dx -  Мх,У\,У2, > Уп) 5

где yi• =  Уг(х) (г = 1, 2, п) — искомые функции независимой 
переменной х, f i{x ,у х,у2 , ...,уп) — заданные функции, называет
ся нормальной системой дифференциальных уравнений. Порядком 
нормальной системы называется число входящих в нее уравнений.

Любая совокупность ИЗ П функций yi — 2/l(x), У2 — У2 (х), ..., 
Уп = Уп(х), определенных и непрерывно дифференцируемых на не
котором интервале (а,Ь), называется решением системы (6.1) на 
(о, Ь), если она каждое из уравнений этой системы обращает в тож
дество: y'i(x) ~ f i (x ,y \ (x) ,y2(x),...,yn(x)) (г =  1, 2, ..., п ) для всех 
х € (а,Ь).

Задача Коши для системы  (6.1). Найти решение

У\ =  У\{х), У2 = У2 (х), ..., уп =  уп(х), (6.2)

(6.3)

удовлетворяющее начальным условиям

Уг(хо) =  У1 , о) =  У%, Уп(хо)

где х0, у°, у°, У% — заданные числа.
Т еорем а 6.1 [о существовании и единственности решения за

дачи Коши (6.2), (6.3)]. Если функции М х , у 1,у 2 , —,уп) (* = 1, 2,
3 f

..., п) и их частные производные - — (к =  1, 2, ..., п) определе-

ны и непрерывны в некоторой замкнутой области G пространст
ва п + 1 переменных х, уь  у2, ■■■, уп, то для любой внутренней
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точ ки  M 0(a ;o ,2 / i,y 2 v > Уп) е  С  сущ ествует единственное реш ение 
Vi =  2/»(я), удовлетворяю щ ее н ачальны м  условиям  yi(xo) =  у°. 

С овокупность п ф ункций

Ух ф \{х ,С  15 С*2, Сп) ,
УЬ = Ч>2 (х ,Си Сг,. . . ,Сп), .

2/п =  V?n(x,C b C2,...,C n)

называется общим решением системы (6.1), если:
1) система (6.4) разрешима относительно произвольных посто

янных:
Фх{х,Ух,У2 , - ,У п)  = Cl,
Фз{х, 3/17 2/2, Уп) — С2 , (а к\

Ф п ( х , У 1 ,У 2 ,  ..., J/h) — С п ,

2) совокупность (6.4) является решением системы (6.1) при 
всех значениях постоянных.

Решение, полученное/ из общего решения при фиксированных 
значениях произвольных постоянных, называется частным.

Каждое из равенств фк(х,Уиу2, - ,Уп)  = Ск (к = 1, 2, ..., п) 
называется первым интегралом системы (6.1), а каждая из функций 
Фк = Фк{х,уг,У2 , •••,Уп) —• интегралом этой системы. Совокупность 
первых интегралов называется общим интегралом системы.

Систему (6.1) можно проинтегрировать путем сведения ее к 
одному уравнению n-го порядка относительно одной из функций 
Ук(х). Для этого дифференцируют по х  первое из уравнений систе
мы (6.1):

d2yi _  d f i  df i  dyi d f i  dyn
dx2 dx dyi dx dy„ dx

Заменяя производные y[, y’2, ..., y'n их выражениями / 1, / 2, /„
из уравнений системы (6.1), имеют уравнение

d * y i  
dx2 Щ х , У 1,у2 , . . . ,уп)-

Дифференцируя полученное уравнение и поступая аналогично пре
дыдущему, получают

d 3y i
dx3 F 3 ( x , y i , y 2 , Уп)-
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Продолжая далее, таким же образом получают уравнение

d nyi
= F n( x ,y i . , y 2 , . : ,V r , ) -

'1'аким образом, получают систему

i

dyi
~fa =  П{Х,У1,У2, - , Уп),
(Pyi _ .
dx  2 — ^2(х,У1,У2,- ;Уп),

(6.6)

dxn~l - * п - 1(Х,У1 

f a n  -  Fn(x,yi,V2 , ■

j 3/2) У п))  

") 3/п)*

Из первых n -  1 уравнений определяют y2, Уз, ■■ 
через х, уг , у[, у",,..., у(п_1):

., у„, выразив их

У2 = <P2 (x,yi ,y[, . . .  
уз=4>з{х,уг,у'г,... Ъ-

 
^

^ 
з^

1Г
1 

1

. (6-7)

Уп -  ip„(x,yi,y[,.. : У - Г \

Подставляя эти выражения в последнее уравнение системы (6.6), 
получают уравнение n-го порядка для определения уг :

( F y i
dxn = $ ( x , y i , y ' i , - , y [ n г))-

Решая его, находят уг =  у>{х,С\,С2,. .. ,Сп) и,
в систему (6.7), определяют у2 . =  У2 {х,С\ ,С2, ,
Уп ~~ Уп{.Х, ^ 1 , ‘ " 1  Сп)-

П рим ер 6.1. Решить систему уравнений

подставляя

dy
dx — у + Z +  X, —  =  - 4 у -  3z +, 2х. 

dx

Решение. Дифференцируя по х первое уравнение, имеем

d2y _ d y  dz 
dx2 d x d z
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Подставляя сюда выражения у 'х, z'x из уравнений исходной системы, 
получим

(Ру
— — Зу — 2z +  Ъх +  1.dx2

dyИз первого уравнения исходной системы находим z — ~—  у — х  и,
dxподставляя его в предыдущее уравнение, будем иметь

Общее решение последнего уравнения есть

у = {Ci + Сч.х)е~х + 5х -  у, 

тогда из выражения z  =  у' — у — х  следует, что

z  =  (Сг -  2<7i -  2C2x)e~z -  6х +  14.

§7. Линейные системы дифференциальных 
уравнений

Система

dy1
dx =  ou(*)yi +  +  a ln (a;)j/n +  /i(x ),

Ф п
d x

=  ani(x)y! +  ... + ann{x)yn + f n(x),
(7.1)

где ciij(x), fi(x)  — заданные непрерывные на интервале (a, b) функ
ции (или постоянные числа), называется линейной неоднородной 
системой дифференциальных уравнений первого порядка. Если в 
системе (7.1) все функции /г(х) =  0, то-система

dy1 
dx =  au {x)yi + ... + ain(x)yn,

dyn
dx On! (x)yj 4" ... ~|- @>пп{х)Уп

(7.2)

называется линейной однородной' системой дифференциальных 
уравнений первого порядка.
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Введем в рассмотрение матрицу коэффициентов системы и 
вектор-функции:

А(х) =
аи (х)

ап1(ж)

< У\{х) \  / М х )  \
У(х) = ■: . №  = 1

\  Уп(х) J \ /п(х) у
Системы (7.1) и (7.2) в векторно-матричном виде запишутся

~  = А(х)у + /(* ), (7.3)

iL  = A{x)v- (7.4)

Рассмотрим совокупность из п  вектор-функций:

Уг(х) =  (Уи(х),У21(х),...,уп1(х))т, 
у2(х) =  (У\.2(х),Ую(х), ...,уп2{х))Т, .

уп(х) = (У1п{х),У2п(х),...,УпП(х))Т.

(7.5)

Вектор функции уг (х), у2(х), ..., уп(х) называются линейно зависи
мыми на (а,Ь), если существуют постоянные числа Ci, сг, Сп, не 
все равные нулю, что на (а, Ь) выполняется тождественное равен
ство

ciy1 (х) -1- с2у2(х) + ... + спуп(х) = 0. (7.6)

В противном случае, т.е., если тождество (7.6) может выполняться 
только при нулевых постоянных с2 = с2 = ... =  сп = 0, то вектор- 
функции (7.5) называются линейно независимыми на (о, 6).

Из координат вектор-функций (7.5), располагая их по соответ
ствующим столбцам, составим определитель

W{x)  =  \уц(х)\

Уп(х) уп (х) 
УгЛх) У22(х)

Уш(х)
У2п{х )

Уп1 (х) Уп2(х)  ••• Упп(х)

=  det(у1 (х), у2 (х),..., уп (х)),
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который называется определителем Вронского (вронскианом) сис
темы вектор-функций (7.5).

Однородные систем ы . Вектор функция

У(*) -  (У1 - ,Vn(x) )T

называется решением однородной системы (7.4), если она при под
становке в эту систему обращает ее в тождество. Набор у 1(х), у2(х), 
..., уп(х) из п  линейно независимых решений однородной системы 
называется фундаментальной системой решений.

1. Если вектор-функции у 1(х), у2(х), ..., ут(х) —  реше
ние однородной системы, то любая их линейная комбинацияТ71
у{х) — У^Сгу'(х) тоже решение (а  — произвольные постоянные).

t=i
2. Если т > п, то решение уг(х), у2(х) , ..., ут(х) всегда линейно 

зависимы.
3. Для любой однородной системы существует фундаменталь-

П
ная система решений у 1(х), у2(х), уп(х) и у(х) =  ^  с,у*(х) есть

»=i
общее решение системы.

4. Для того, чтобы решения у г(х), у2{х), ..., уп(х) однородной 
системы были линейно независимы на (а, 6), необходимо и доста
точно, чтобы вронскиан этих решений W(x) ф 0 для всех х  € (а, Ь).

5. Матрица определителя Вронского W(x)

* Уп(*) Уи(х)  ... у\п(х)
У ( х ) =  У ы ( х ) У п ( х ) -  У2п(х)

\ У т( х )  Утл{р) Упп(х)

называется фундаментальной матрицей системы, которая удовле
творяет матричному дифференциальному уравнению

dY(x)
dx

A(x)Y(x).

у(х) = Y(x) ■ с есть общее решение однородной системы в мат
ричном виде, где с =  (ci,C2,...,cn)T — произвольный вектор из 
постоянных чисел, у(х) — Y ( x )Y ~ 1(xo)y° — решение задачи Коши 
для однородной системы.

6. Если однородная система (7.2) с постоянными коэффициен
тами (оij =  const), то общее решение (фундаментальную систему

32



решений) находят следующим образом. Сначала определяют корни
характеристического уравнения

« п  -  А «12 • « 1 п

Ч>(А) =  \А  -  А В | -
«21 «22  “  А . ' ®2п

d ni «п 2 0>пп

= 0.

Если Ai — простой действительный корень характе
ристического уравнения <р(А) =  0, то, подставив решение
у1(х) =  еЛ,г(Л1, А %,..., Ап)т (Ai =  const) в однородную систе
му, определяют Ai, которые будут зависеть от одной произвольной 
постоянной. Тогда и частное решение у1(х) будет зависеть от одной 
произвольной постоянной.

Если Ai есть r-кратный действительный корень уравнения 
<р(А) =  0, то, подставив у1(х) =  eXlX(Ai(х), А2(ж),..., Ап(х))т 
(АДт) — многочлен степени г - 1  с неопределенными коэффици
ентами) в однородную систему, находят коэффициенты всех мно
гочленов. Они выражаются через г произвольных постоянных. Сле
довательно, и частное решение у1(х) будет зависеть от г произволь
ных постоянных.

Если Ai — простой комплексный корень уравнения у>(А) =  0, 
то корнем является и комплексно сопряженное число Аг. Частное 
решение у1 (ж) строится только для одного из этих корней аналогич
но действительному случаю (только теперь Ai — комплексные по
стоянные). Тогда R e ^ 1 (ж)) и Im(у1(х)) являются действительными 
частными решениями, соответствующими паре Ai и Ai комплексно 
сопряженных корней.

Если Ai является г-кратным комплексным корнем уравнения 
<р(А) =  0, то поступаем как в случае действительного г-кратного 
корня. Многочлены Ai(x) степени г — 1 будут зависеть от г комп
лексных постоянных. В качестве действительных частных реше
ний, соответствующих паре Ai и Ai, берут Ле(у1(х)) и Im(j/1(a:)),

Общим решением однородной системы будет сумма всех най
денных частных решений.

П ример 7.1. Найти общее решение системы

, f y i = г/г,
\  У2 =  ~ У \ -  2У2-
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Решение. Характеристическое уравнение

<р(\) ~ -А  1 
- 1  - 2 - А =  А2 +  2А +  1 =  О

имеет корень А =  — 1 кратности 2. Решение ищем в виде

yi(x) = (ci +  с2х)е х, у2(х) -  (oi +  а2х)е х.

Подставляя их в исходную систему и приравнивая коэффициенты 
при функциях е~х и хе~х , имеем с2 -  с\ — ах, ~с2 =  а2. Выразим 
а\ и 02 через с%м с2: а\ = с2 -  с\, а2 = —с2. Тогда получаем общее 
решение однородной системы

Ух(х) =  Схе~х +  с2хе~х, у2(х) =  (с2 -  с1)е_х -  с2хе~х

или в векторном виде

у(х) =Cj ^ е_ е_х ^  +  с2 ^ * f .  _  хегХ ^ =  Cxy'ix) +  с2у2(х),

где у1(х), у2(х) — фундаментальная система решений.
П ример 7.2. Найти общее решение системы

Ух =  - 2 у х  + у 2 -  2у5 , 
У 2 - У Х -  2у2 +  2уз, 
Уз =  Зух -  Зу2 +  5у3 .

Решение. Характеристическое уравнение

- 2 - А  1 - 2
1 - 2  -  А 2

1 3 - 3  5 - А
-(А  +  1)2(А -3 )  =  0

имеет корни Ai =  3, \ 2,з = — 1. Частное решение для корня Ai =  3 
ищем в виде

Vi(x) = Схе3х, у2(х) = a ie3x, уз(х) =  &ie3x.

Подставляя их в систему и приравнивая коэффициенты при е3х, 
имеем: Oi =  —cj, bx — — 3cj. Тогда

уЧ*) =  (yi(x),у2(х),у3(х))т =  е3х(сь  - c i ,  -3 c i) r

34



есть частное решение, соответствующее корню Ах =  3. Частное ре
шение для корня A-г — — 1 кратности 2 ищем в виде

yi(x) — {с2+с3х)е~х , у2(х) =  (а2+а3х)е~х , у3(х) '=  (Ь2+Ь3х)е~х .

Подставляя их в систему и приравнивая коэффициенты при е~х и 
хе~х , имеем: а2 =  2с3, Ь2 =  с3 -  ~с2, а3 =  Ьз =  0. Тогда

у 2(х) = (yi{x),y2(x),y3(x))T = е~х ( с2,2с3, с3 -  ^с2

есть частное решение, соответствующее, корню А2 =  — 1 кратности 
2. Общее решение системы

т
у(х) = у1(х)+у2(х) = е3х(с1, - с 1,~Зс1)т+ е-х ( ъ , 2с3)с3 -  i c 2j  =

= ciete (l, -1 , - 3 ) т  +  с -  2е-ж ( l ,  2, -  0  * +  с3е~х (0 ,0 ,1)т  

или в координатном виде

2/1 (z) =  схе3* + с2е~х, у2(х) = - а е 3х + 2 с2е~х,

уз(х) ~  - 3 схе3х + ^с3 -  еГх, 

где _'

2/г(х) = е 31(1 ,-1 ,- 3 ) т , у2(х) = е~х ^ 1 , 2 , - ^  ,

У3(х ) — е~х(0,0,1)т

— фундаментальная система решений.
Неоднородные системы. Обшее решение неоднородной сис

темы (7.1) равно сумме частного решения у неоднородной систе
мы и общего решения однородной системы (7.2). Применяя метод 
вариации произвольных постоянных, можно найти у. Тогда общее 
решение неоднородной системы примет вид

X
у(х) = Y(x)c + Y(x)  J Y ~ 1(t ) / ( t) dr,
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а решение задачи Коши для системы (7.1) — вид
X

у{х) =  Г (х )К -1(^о)у°+У (х) J У _1(т)/(т)<гт,
хо

где Y  (х) — фундаментальная матрица решений для однородной сис
темы (7.2), у(хо) =  у0 — начальное условие для неоднородной сис
темы (7.1).

Задачи для самостоятельного решения

1. Решить линейные однородные дифференциальные уравнения 
с постоянными коэффициентами:

1) У11 3 “  2у' — 2у =  0;
2) у "  +  6у 1 +  13у  =  0;
3) у '1 - 4у' +  4у =  0;
4) у<5) -  4у'" =  0;
5 )  у<4 5 6 7> -8у" + 16у =  0;
6 )  у<4>+2у"' +  у" =  0;
7) у " '  — 2у" — у' +  2у = 0.
2. Методом вариации произвольных постоянных решить урав

нения:
1) у " + А у  =

2) у " + г /  =

3) у" + 3у' =

•  2 ’  sm х
еж

2 +  е“ ’ 
9е3ж

1 +  е:з* ’
4) у" + 4у =  4ctg2x;
5) у" + 4у' + 4у — е~2х In х.
3. Решить линейные неоднородные дифференциальные уравне

ния с постоянными коэффициентами:
1) У" -  7у' +  12у =  х;
2) у" + у' — 2у — 8 sin 2х;
3) у" — Зу' =  2 — 6х;
4) у" -  2у' +  Зу =  е~х cos х;
5) у'" +  у" = 6х + е~х;
6) у'" -  2у" -  3у' =  (8х -  14)е"г;
7) у"' — 5у" +  бу' =  бх2 +  2х -  5 +  16 sin Зх — cos Зх.
4. Решить дифференциальные уравнения, используя метод по

нижения порядка:
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1) у1" - t g x ^ y "  + 1-,
2) Ъуу" +  (у')2 =  0;
3) 2ху'" =  у";
4 )  у" ( 1 + 2 / ) - 5 ( у')2 =  0;
о) ху"' — 2х + 3;

у16) ху" =  у' 4- xsin —;X
7) у(ь~> = cos2x,
5. Для уравнения у" — у =  хе* -fe21 найти решения задачи Коши

при начальных условиях:

1) 2/ (0) =  у'{0) =

2) 2/(0) =  у'(0) =
6. Найти общие решения систем дифференциальных уравнений:

— У\ + 2у2 +  16хе*,

= У\ ~У2 +  sin 2х, 

=  2 2/1 -  2/2 •
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Глава 3.

Двойной интеграл

§1. Определение двойного интеграла

Пусть функция f ( x , y )  определена и непрерывна в ограничен
ной замкнутой области D. Разобьем область D  с помощью сети 
кривых на части Si, S2 , Sn. Взяв в каждой части Si (i =  1, 2, 
п) произвольно точку Pi(xi,yi), вычислим в этой точке значение 
функции f(Pi).  Составим сумму произведений f (Pi)  на площадь 
Si — ASt ,  т.е.

П П
*» = ^ 2 f ( P i ) A S i  = £ f ( X i , y i )  ASi ,

i=l i=l

которая называется интегральной суммой от функции f ( x , y )  по 
области D.

Конечный предел интегральной суммы ап (если он существует) 
при стремлении диаметров всех частей Si к нулю называется двой
ным интегралом от функции f ( x , y )  по области D  и обозначается 
символом JJ f ( x , y )dx dy  = Jj f (P ) d S .

D D
Итак,

//
D

f{x,  у) dxdy =  dia l im ^  £  f {xi, Vi)ASi.  
<»-*<>) i=i

Пусть функция f (x ,y )  определена и
ной замкнутой области D, тогда

непрерывна в ограничен- 

dS  существует.
D

38



§2. Свойства двойного интеграла

Двойной интеграл имеет свойства, подобные свойствам опре
деленного интеграла.

Г .

j j  ( f { x , y )± g ( x , y ) )d x d y  = J J  f i x , у) dxdy ±  J J  g(x,y)dxdy.

2° . JJ к f i x ,  y) dxdy =  к J J  f i x , у) dxdy.
D D

3°. Если D ~  D\  -f- D21 П D2 =  0) to

J J  f ( x>y) dxdy — J J  }{x ,y) dxdy + J  J  f i x , y )  dxdy.
D D\ D2

§3. Вычисление двойного интеграла

Вычисление двойного интеграла сводится к вычислению по
вторных интегралов следующим способом.

Пусть область D (рис. 1) ограничена кривыми yi = <Pi(x), 
V2 = V>2(x ), x — а, х  = b, причем всюду на [а,Ь] функции <pi(x) 
и </з2(а;) непрерывны и <pi{x) ^  ^(хг). Тогда

Ч>2(Х)
J J  f{ z , y )dxdy  = J  dx J  f ( x , у) dy, (3.1)
D a <f>i(x)

причем сначала вычисляется внутренний интеграл по переменной 
у (х — параметр), а полученный результат интегрируется по х.

Заметим, при этом, что если кривая </>i(x) (или кривая (/з2(:г)) 
в промежутке а ^  х  ^  Ь задается разными аналитическими выра
жениями, например,

yji^(x) при а ^  х с, 
( 2 )1/3) ix) при с < х ^  Ь,
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У i
У =  <Рг(х)

D

У =

О
-н------>
Ъ х

Рис. 1

У * 

d

с

О

х = Ы у1

( ........ °  )
X =  V'2 (У)

Рис. 2

то интеграл справа записывается в виде суммы двух интегралов:

6 *?2(х) с hjdx i  f(x,y)dy = /* /  f ( x , y )d y  + / *  /  /(*,y) Ф/-
a <?i(x) a (*) г „,(*11,1

Айалогично, если область D ограничена кривыми х =-. i/>i (у), 
X =  ф2(у), у = С, у — d, причем всюду на [c,d] функции Ф\(у) и 
фз(у) непрерывны и ipi(y) < Фя(у) (рис. 2), то

d V'2 Cv)JJ }{x ,y )dxdy  =  j  dy J f ( x , y )dx .  (3.2)
£> c V-i (w)

Двойной интеграл, представленный в виде (3.1) или (3.2), на
зывается, повторным или двухкратным интегралом.

П рим ер 3.1. Вычислить двухкратный интеграл

1 /  х* \j  \f(x* + y2)dy  
о \о  7

dx.

Решение. Сначала вычисляем внутренний интеграл по перемен
ной у, считая х  =  const. Получим

/*(«»,,+£) = j { x '  + xi ) d x = (т  + й )
О О

26
105'
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/  [
П рим ер 3.2, Вычислить двойной интеграл j J  у2е~ 8 dxdy,

D
если область D  ограничена линиями у = 2х, у = 4, х  = 0, х = 2. 

Решение. Строим область D (рис. 3). Применим формулу (3.2):

4 /  у/2
у2е~ s da: I dy ■ / к  (-5) е 8

а/2

о
da: =

-8 J у 16 —ljdy= ̂64е ie + 4у2̂ =  64е г.

Замечание. Если бы мы в примере 3.2 применили формулу (3.1), то намху
пришлось бы интегрировать функцию у2е~ 8 по у  два раза по частям.

П рим ер 3.3. Изменить порядок интегрирования в повторном 
интеграле

- \ / з /  о'1= / / S{x,y)dy
( -2 \_ V/4 ^ J

О
' ? )I f(x,y)dydx.

Решение. Чтобы установить, какие линии определяются урав
нениями у =  —у/4 -  х2 и у =  л/4 — х 2 -  2, возводим их в квадрат.
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Получим уравнения окружностей х 2 +  у2 =  4 и х2 + {у + 2)2 =  4. 

Строим область D (рис. 4). Имеем

о /  ~V4"(2+»)® \
^  =  j  dy\ j  f ( x , y ) d x

- i  \  _v^  у

§4. Замена переменных в двойном интеграле

Пусть функции а: =  ip(u,v), у =  ф(и,у) осуществляют взаимно 
однозначное непрерывно дифференцируемое отображение области Г 
плоскости Oiuv  на область D плоскости Оху  и в области Г отличен 
от нуля якобиан преобразования, т.е.

J(u,v)

dip д<р
ди dv
дф дф
ди dv

(« ,« )€  Г.

Тогда справедлива формула

JJ f{x ,y )dxdy  = j  j
D Г

f(lp{u,v),xj}(u,v))\J(u,v)\dudv. (4.1)

В формуле (4.1) при надлежащем выборе функций tp(u,v) и 
ф{и,ь) область Г может оказаться значительно проще области D. 
Величины и и v можно рассматривать как прямоугольные коор
динаты для точек области Г и в то же время как криволинейные 
координаты точек области D.

Для вычисления интеграла по области Г применяются методы 
сведения двойного интеграла к повторным.

Наиболее употребительными из криволинейных координат яв
ляются полярные координаты

х — г cos Iр, • у =  г sin <р,

для которых
cosy> —г sin у? 
sin ip г cos ip т
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и формула (4.1) записывается в виде

. / /  д * .  = / ( г  cos <р, г sin <p)r drd^p. (4.2)
D Г

При вычислении jj f (x ,y )dxdy ,  распространенного на эллипс

V2- г  +  75- =  1, целесообразно перейти к обобщенным полярным 
а1 сг .
координатам, положив х =  ar cos <р, у  =  or sm<p, для которых
J(r,ip) = abr.

П ример 4.1. Перейдя к полярным координатам, вычислить 
dxdy, если область. интегрирования D ограничена линиями//'

х2 + у2 = 12, х \/б  =  у2, х  ^  0.

Решение. Строим область интегрирования £> (рис. 5). Положим 
х  — г cos ip, у  =  г sin <р. Уравнение окружности х2 +  у2 =  12 преобра-

■ / -  ~ \ / 6 cOS<p Г 7Г 7П
зуется к виду г =  12, х>/6 — у2 к р = —г ? — > причем <р е  -т; — .

sm <р 14 /J
Следовательно,

7Г/4 \/б со» Ifi тг/4
sin̂  V

43



-7 r-3 (c tg2</> +  2ctg(,i3)
л-,'2

7Г/4
=  -7г +  9.

§5. Применения двойного интеграла

1. Объем V  цилиндра, ограниченного сверху непрерывной по
верхностью z — f (x , y ) ,  снизу плоскостью z =  0 и с боков прямой 
цилиндрической поверхностью, вырезающей на плоскости Оху об
ласть D,  выражается интегралом

V

(Функция f{x, у) ^  0 однозначна в области D.)
2. Площадь S  плоской области D выражается следующими ин

тегралами:

5 =
D

в декартовых прямоугольных координатах,

в полярных координатах а; =  г cos (р, у =  г sm <р.
3. Если пластинка занимает область D плоскости Оху  и име

ет переменную поверхностную плотность у  =  у(х, у), то масса М  
пластинки и ее статические моменты Мх и Му относительно осей 
Ох и Оу  выражаются двойными интегралами

М  —
D// 7 (x,y)dxdy,

М х ~ f j y4(x i y ) dxdyi M y ~ J f  x7(x iV)dxdy-

4. Координаты центра масс х и у пластинки определяются сле-
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дующим образом:

Му
м

J J  x j(x , у) dxdy J j  у7 (Ж) у) cLxdy
D _ Мх , р

м  ~-J 1 l(x , у) dxdy J J  7 (х, у) dxdy

5. Моменты инерции пластинки относительно осей Ох и Оу 
соответственно равны

Л = JJ y2‘y(x,y)dxdy, Jy = JJ x2'y(x,y)dxdy.
D D

6. Момент инерции пластинки относительно начала координат 
(полярный момент инерции) равен

Jo =  J J ( x 2 +  у2Ь{х ,  у) dxdy =  Jx + Jv.

7. Если гладкая поверхность имеет уравнение z =  f{x,y) ,  то 
площадь части этой поверхности, проектирующейся в область D 
плоскости Оху,  равна

Q -  J J  +  z\ dxdy.
D

(Функция z =  f (x ,  у) однозначна в области D.)
П рим ер 5.1. Граница пластинки Q задана неравенствами

^ 9 +  16 ^ ’

а поверхностная плотность равна у  = 
ки. I

Найти массу пластин-

Решение. Строим область D , ограниченную заданными линия
ми (рис. 6). Имеем

М  —
I I

fi(x, у) dxdy.
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Доложим X -  3r cos (р, у =  4г sin <р. Областью Г является область, 
удовлетворяющая условиям: 1 ^  г ^  л/2,0 ^  р  ^  —. Следовательно,

5Г/4 /  ч/2

/ I /■ 4rsm<p ,
о Ч / Ш ' 27з м ^ <'*’

1
3 cos4 v?

тг/4
= 1.

о

П ример 5.2. Найти объем тела V, ограниченного поверхнос
тями х =  15у/у, х =  15у, г =  0, г =  15(1 +  у/у).

Решение.
V  =

D
где область интегрирования D  показана на рис. 7. Имеем

JJ 15(1 + у/у) dxdy,

1 isyv 1
V  -  /  dy j  15(1 +  у/у) dx =  152 j { \  + у/у)(у/у ~ y ) d x  = 

0 15» 0

Задачи для самостоятельного решения

Вычислить интегралы:
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если:

1 f f  eX+V ’ где ^  = {(ж> 2/)l 0 ^ x  ^ 1> 0 ^ У ^ 11-

Ответ: (e — l) 2.

2. JJ xsin(x +  2/) dxdy, где D = j(x,y)| 0  ̂x ̂ л, 0  ̂у < -}•
°  Ответ: 7Г -  2.

Найти пределы двухкратного интеграла JJ f (x ,y )dxdy ,
D

3. D = {(x,j/)| х =  О, у =  0, х + у = 2}.
4. D =  {(х,у)\ х  +  у ^  1, х -  у ^  1, х ^  0}.
Изменить порядок интегрирования:

1 \/У
5- J dy J f ( x , y )  dx.

О у 
г \/2тт — х2

6. У  dx /  f ( x ,y )dy .
О х

Вычислить интегралы:
а \/х 2 з

Ответ: - а  2 .
О

7. J dx J dy.
о о

8. JJ cos(x + у) dxdy , где D -  {(х, у)| х =  0, -у =  7г, у =  х}.
D

Ответ: —2.
Данные интегралы преобразовать к интегралам в полярных ко

ординатах:
к х/й5- ! 5

9. J dx J /(х , у)<%-
о о 

й ,/Я2- * 2

10. J dx J 1п(1+х2+2/2)dy.
о о 

Найти площадь области-
11. D =  {(х,у)| у = х, у = ох, х = 1}.
1 2 .  D  =  { ( х , 2/ ) |  ( х 2 +  j / 2 ) 2 =  2 а 2 ( х 2 -  у 2 ) } .

Ответ: 2. 
Ответ: 2а2.
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Глава 4.

Тройной интеграл

§1. Определение тройного интеграла

Пусть функция f ( x ,  у, z) определена и непрерывна в замкнутой 
ограниченной области V.  Разобьем область V на конечное число 
ячеек Vi, V2, Vn. Взяв в каждой части V* произвольную точ
ку Mi(xi, у,, Zi), вычислим значение функции /(А/*) = f { x i , y u zi) 
и, умножив его на объем V* =  Д У , составим сумму всех таких 
произведений

П п
<Гп = ^ 2 f ( M i ) A V i  =  ]Г /(^ ,1 Л ,г ,)Д У . (1.1)

i—l  i= l

оп называется интегральной суммой от функции f ( x , y , z )  по облас
ти v  е Е3.

Конечный предел оп (если он существует) при стремлении диа
метров всех ячеек У к нулю называется тройным интегралом от 
функции f ( x ,  у, z) по области V  и обозначается

Итак,

/ / /  /  (*Ej У э 2) dxdydz — J f  (А/) dV.

[ f f  f ( M )  dV  =  Inn £ / Щ ) Д Ц .J J J max diam V{ —►() ^
\/ П-+90 J

Если функция /(x ,y ,z )  непрерывна в замкнутой ограниченной 

области V, то тройной интеграл / / /  f (x ,V ,z )  dxdydz существует.
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Для тройного интеграла сохраняются свйоства двойного интег
рала.

Вычисление тройного интеграла в декартовых координатах 
сводится к последовательному вычислению одного однократного и 
одного двойного интегралов или к вычислению трех однократных 
интегралов.

Если область интегрирования V  ограничена снизу по
верхностью z = tpi(x,y), сверху поверхностью z =  <рг(а’,у) 
(ipi(x ,y)  ^  <ръ(з;,у)) и с боков прямым цилиндром, сечением ко
торого плоскостью Оху является область D, то тройной интеграл 
(1.1) вычисляется по формуле

§2. Свойства тройного интеграла, его вычисление

<Р2(х,у)III f (я?,у, л )dxdydz —— J * J " /(а>,у , л )dz. (2.1)
V D <р\(х,у)

Записывая двойной интеграл по области D через один из по
вторных, получим

Ь |Лг(*) ч> ъ(х,у)JJJ f(x, у, z) dxdydz = J dx j dy j f{x,y,z)dz-
V a y i ( i )

d x2(y) ■ <fi2 (x,y)= J dy j dx J f ( x , y , z )d z .
c * 1  (y) <P l(* ,y )

(2.2)

П ример 2.1. Вычислить III z  dxdydz, если область V  orpa-
v

ничена плоскостями х + у + z =  1, х = 0, у =  0, z =  0.
Решение. Имеем

1 1-х 1 -х —уIII z dxdydz = J dx J dy J zdz  =
v d

1 1 —X
0 0 
1

= ^ J dx J  ~ x ~ yfdy = 2 /
(1 -  x  -  y)2 dx -
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11
= l j { l - x ) * d x = - ± ( l - x ) < _L

24'

§3. Приложения тройных интегралов

1. Объем Q пространственной области V  равен

Q = JJJ dxdydz.
v

2. Масса М  тела с переменной плотностью j ( x , y , z ) ,  занимаю
щего область V:

М  = JJJ 7 {х,у, z) dxdydz.

3. Статические моменты тела относительно координатных 
плоскостей:

M yz — / / /  х'у(х^у, г) dxdydz ,
v

М г х ~  JJJ у 7 (х, У, г) dxdydz,
v

М ху = JJJ z j ( x ,  у, z) dxdydz.

М.
z = М

4. Координаты центра масс тела:
M y Z _ М гх

* =  - л Г ’ у = ~ м '
5. Моменты инерции относительно осей координат:

Jx =  / У / ( у2 +  z i h ( x , y , z )  dxdydz, 
v

Jy = J J J ( x 2 + z 2)y(x ,y ,z)dxdydz,
V

Jz = J J J ( x 2 + y 2)-y(x,y,z)dxdydz.  
v

Если тело однородное, то 7 (х,у,  z) =  1.
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§4. Замена переменных в тройном интеграле

Если в тройном интеграле

///№у, z ) dxdydz

производится замена переменных по формулам х = x{u,v,w), 
у = y(u,v,w),  z  = z(u,v,w),  причем функции x(u,v,w),  y(u,v ,w), 
z(u,v,w)  осуществляют взаимно однозначное отображение области 
V  пространства Oxyz  на область Д пространства 0\uvw  и якобиан 
преобразования не обращается в нуль в области Д:

,/ =

то справедлива формула

dx dx dx
du dv dw
dy dy dy Ф 0
du dv dw / u,

8z dz dz
du dv dw

(  f (x ,y ,z )dxdydz  =

y(u, v,w), z(u,v, w))| J\dudvdw. (4.1)

Наиболее употребительными являются цилиндрические коор
динаты г, ip, z (рис. 1): х  =  г cos ip, y = r shup ,z  = z, якобиан кото
рых J  =  г, и сферические г  (длина ралиус-вектора), ip (долгота), в 
(широта) (рис. 2): х — г cos ip cos в, у =  rsin<£>cos0, z  =  rsin0, яко
биан которых J  — г2 cos в. Формула (4.1) принимает соответственно 
вид

JJJ f (x ,  у, z) dxdydz =  JJJ f ( r  cos ip, r sin ip, z)r drdipdz (4.2)
V A

/ / /  f i x ,  y, z) dxdydz =
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Рис. 1

/// f { r  cos ip cos e ,rs ia tp  cos 0, r  sin 6)r2 cos 0 dipdrdO. (4.3)

Пример 4.1. Найти объем тела Q, ограниченного поверхнос
тями г =  8[(я +  I)2 + 1/2] +  3, г =  16а: +  27.

Решение. Проекцией тела Q на плоскость Оху  является область 
D  (рис. 3), ограниченная кривой

Ь[{х +  I)2 +  у2] +  3 =  16х +  27 или а:2 + у2 — 2.

Перейдем к цилиндрическим координатам. Для области Д спра
ведливы

0 < ¥ > ^ 2 тг, O ^ r ^ v G ,  8(r2+2rcosy>+l)+3 < z  ^  16rcosр+27.
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По формуле (4.2) имеем
2ж V 2  16т cos ifi+2?— 11 f r drdpdz = I dip I r dr I dz =

V  0 0 8 (r2+ 2 r  cos yH-l)+3

2rr \/2
=  /  / ( 1 6 r - 8r3) dr d ip  —  167Г.

П ример 4.2. Найти объем тела, ограниченного поверхностями

У <  о, у  ^  —-ч/Зж, 16 ^  х 2 +  у2 4- Z 2 ^  81, г >  \ J ~ § q ^  ■

Решение. Перейдем к сферическим координатам. Для области 
Д пределы изменения сферических координат будут вида

5 i  ?г
*■ <  Ч> «£ З̂ Г, arctg 4 ^ Г ^ 9-

По формуле (4.3) имеем
5jt/3 тг/2 9

= JJJ г3 cos в drdpdO =  J dp J  cos 0d9 j  r2 dr =  123.
1 4

[V99

V

ir . 1arctg ■—

Задачи для самостоятельного решения

Перейти в тройном интеграле J f f f f f i  ^  к
v

цилиндрическим

координатам:
1- V  =  {(x,y,z)| х 2 + у2 =  2т, z =  0, z =  х 2 + у2}.

1 \/Т—Я®

2: J dx 1 4  dz.
О о

Перейти в JJJ f ( x , y , z ) d V  к сферическим координатам:

о . •»



Найти объем тела, ограниченного поверхностями: 
4. z -  . А . ■ у2, z  =  ж2 4- 2г/2, у = х, у — 2х , ж =  1.

5. г ж2 +  у2, г =  х  +  у.

Ответ: — . 12
Ответ:

6. ж2 +  у2 + z2 э= Д2, ж2 +  у2 =  Д(Д — 2г), г? ^  0. Ответ: — ягД3.
7. Найти массу тела, ограниченного прямым круговым цилинд

ром радиуса Д , высоты Я , если его плотность равна квадрату рас
стояния этой точки от центра основания цилиндра.

Ответ: ^ ^ ( З Д 2 + 2Я 2).
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Глава 5.

Криволинейные интегралы

Криволинейные интегралы являются обобщением определенно
го интеграла на случай, когда область интегрирования — кривая 
или часть кривой (плоской или пространственной), а подынтеграль
ная функция — функция 2-х или 3-х переменных, определенная в 
точках этой кривой.

Различают криволинейные интегралы I рода (по длине дуги) и 
криволинейные интегралы II рода (по координатам).

§1. Определение криволинейных интегралов 
I рода

Пусть А В  — гладкая плоская кривая и f (x ,  у) — непрерывная 
в некоторой области, содержащей АВ,  функция.

Разобъем А В  произвольно выбранными точками Ао =  А, А\,  
А2, А п- 1, А п =  В  на п частей AoAi, А 1А 2 , A n~ iA n и выберем
на каждой части Ац-xAk  произвольным образом точку МкЦк^щ)  
(рис. 1).

Рис. 1
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An~iAn  соответственно и А — наибольшую из этих 
длин: А =  тах{Д2*}. Составим сумму

п п
■ ' Sn = ^ ^ rlk)Alk = ' ^ f ( M k)Alk. (1.1)

*=i *=i
Сумма (1.1) называется интегральной суммой для функции

2 =  f ( x , y )  = f { M )  по кривой I =  АВ.
Пусть теперь число п разбиений кривой I неограниченно воз

растает (п —» оо), причем так, что А -+ 0. Если существует предел 
интегральной суммы (1.1) и он не зависит от способа разбиения 
кривой I и выбора точек Mt,  то этот предел называется криволи
нейным интегралом I рода (криволинейным интегралом по длине 
дуги) и обозначается символом:

/  f {x ,y )d l  =  /  f ( M )  dl =  lim " j T f { M k)Alk. (1.2) 
J  J  П-40О ^

АВ АВ (A-+0) «=1

Криволинейный интеграл от функции 3-х переменных 
/(М ) =  f ( x , y , z )  по длине дуги пространственной кривой I 
определяется аналогично.

Доказано, что если А В  — гладкая кривая и f ( M ) непрерывная 
на А В  функция, то криволинейный интеграл I рода существует, то
есть при любом разбиении кривой АВ  и выборе точек Мк С A t - i  At  
предел интегральной суммы (1.1) равен одному и тому же числу.

§2. Физический смысл криволинейного интеграла 
I рода

Обозначим Alk_, Ы%, ..., A lt, —, А  1п длины частей AqA\, А гА2,

Пусть имеется криволинейный стержень I -  АВ,  причем мас
са в пределах'стержня распределена, вообще говоря, неравномерно. 
Плотность распределения массы задается функцией f (M ).

Разобьем стержень на участки. Предполорким, что участки раз
биения достаточно малы и плотность на каждом участке будет по
стоянной, равной /(Mfc). Тогда слагаемое /(М *)Д/* интегральной 
суммы (1.1) представляет собой массу тк соответствующего учас
тка стержня: }{Мк)А1к и  т * . Суммируя все слагаемые, получим
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приближенное значение массы стержня: т  «  ^  f ( ^ k ) ^ k ,  причем
*=1

точность этого значения тем выше, чем меньше Л. За точное зна
чение массы стержня естественно принять предел этой суммы при 
Л -г 0 (п -> ос). '

Итак, криволинейный интеграл по длине дуги равен массе 
криволинейного стержня, плотность материала которого задается 
функцией /(М ):

т  =  /  f (M )d l .  (2.1)
АВ

§3. Геометрический смысл криволинейного 
интеграла I рода

Криволинейному интегралу I рода от функции 2-х переменных 
f (x ,  у) по плоской кривой АВ  может быть дано геометрическое ис
толкование.

Дана цилиндрическая поверхность G с направляющей — кри
вой АВ  и образующей, перпендикулярной плоскости Оху (рис. 2). 
Линия PQ  — линия пересечения цилиндрической поверхности G с 
поверхностью г =  f ( x ,y ) .  Тогда, очевидно, каждое слагаемое интег
ральной суммы (1.1) представляет площадь соответствующей части 
данной цилиндрической поверхности: /(& ,% )& /* ~  S a^ p^ A u,
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причем погрешность представления тем меньше, чем меньше Д4- 
Интегральная сумма (1.1) представляет площадь цилиндрической 
поверхности S „ и  S„ с тем меньшей погрешностью, чем меньшё Л. 
Естественно, за точное значение площади цилиндрической поверх-\ П
ности G принять предел суммы Sn = У 1 л &,»ц )а <*-

*=i
Таким образом, криволинейный интеграл по плоской кривой 

А В  от функции 2-х переменных f  {x,y)  равен площади цилиндри
ческой поверхности G — A P Q B  (рис. 2):

S a p q b — j  f (x ,y )d l .  (3.1)
А В

§4. Свойства криволинейного интеграла I рода

Свойства криволинейного интеграла по длине дуги аналогичны 
свойствам определенного интеграла.

1°. Линейность:

/ ( / i ( M ) + / 2(M ))d i=  [  h ( M ) d l +  f  M M ) d l ;  (4.1)
А В  А В  А В

J = а I  f{M)d l .  (4.2)
А В  А В

2°. Аддитивность по области: если кривая АВ  разбить на части 
АоА\,  ..., Ak- iAk,  то

J f ( M ) d l =  J f ( M ) d l +  j  f (M )d l+ . . .+  I  f ( M ) d l . ( 4.3)
А В  Л0Л , A i A 2 A k^ iA i ,

3°. Теорема о среднем: на кривой А В  найдется точка М  такая,
что J f ( M ) d l - f ( M )  s , (4.4)

АВ
здесь s — длина кривой АВ.
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Кроме того, криволинейный интеграл по длине дуги не зависит 
от выбора направления на кривой:

J f { M ) d l =  J f (M )  dl. (4.5)
АВ BA

Пусть теперь кривая АВ  является кусочно-гладкой, то есть 
состоит из частей, каждая из которых является гладкой кривой 
(рис. 3).

N

На основании свойства (2)

j  f ( M ) d l =  J f ( M ) d l +  J f (M )d l  + J f ( M ) d l +  J f (M)dl .
AQ QN NP PB

(4-6)

§5. Вычисление криволинейного интеграла I рода

АВ

Вычисление интеграла по длине дуги производится путем пре
образования в обыкновенный определенный интеграл.

1. Кривая А В  задана уравнением у =  у{х), причем А(хо,уо), 
В(хп,уп), d l ~ ^ / 1 +  (y'(x))2dx. Тогда

%пJ f (x , y )d l  = J f (x , y (x ) )y / l  +  {y'{x))2dx. (5.1)
АВ

2. Кривая А В  задана параметрически х — x(t), у =  y(t),  причем 
х0 -  x(to), Уо =  У (to), Хп =  x(tn), Уп =  y(tn),

dl =  V ( x ’ ( i ) ) 2  +  (y'(t)?dt.

Тогда
tn' J f(z,y)<U = J }(x(t ),y(i))\J(x'(t))2 +”(y'(t))2dt.

AB • to
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3. Кривая АВ  задана в полярных координатах г =  г (в), 
в0 < в <  вп, dl = s j f 2 + (г’)2йв. Тогда

вп
/  №’У)<Я = J f ( r  cos в , г sin в) \ / г 2 + (г')2с16.

Пример 5.1. Вычислить• J ху dl,
АВ

где А В  — прямолинейный

отрезок, соединяющий точки Л(1; 1) и В(2; 2).
Решение. Уравнение линии АВ\ у =  х, тогда

dl = у/1 + {у'(х))2 dx =  \ / l  +  l 2 dx =  V2 dx.

j  xydl =  J x • x\f2 dx =  J x 2V2dx  =  V2 •
AB 1 1

7\/2 
3 '

Пример 5.2. Вычислить
АВ

где А В  — дуга линии

у =  In х  с концами в точках .<4(1; 0), <В(2;1п2). 
Решение.

dl =  лЛ +  (вЧ*))® dx =  у 1 +  Q  d r =  — - dr.

2

J  x2dl = J  х \ / 1 +  х2 dx =  ^(1 +  r 2) =  ^(5л/ 5 - 2 л/2).
АВ

П ример 5.3. Вычислить J у <й, где А В  — дуга параболы
АВ

у2 =  2х о концами в точках Л(0; 0), П(4; \/8).
Решение. Здесь удобно уравнение дуги А В  задать в виде 
1 2х =  - у  , тогда

dl. -  x /l +  (x'{y))2dy ■= \Д " + 2̂ Ф/; 2/о =  0;

Vs , з ^
J  У dl = J  y y / l  +  y'2dy =  — - 3У -)2

А В  0 0

2 /n  =  \ / 8 .  

26
: 2 '
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П ример 5.4. Вычислить /  xydl, где АВ  — дуга эллипса
АВ

X2 V2— + =  1, расположенная в первой координатной четверти.
Решение. Запишем уравнение эллипса в параметрической фор- 

ме х  =  s/bcost, у  =  3sint. Точке А  соответствует t =  0, точке В  — 
£ =  ^ , dt =  у /х12 + у'2 dt — \ /  9 cos2 t +  5 sin21 dt.

гг/2J xydl = J 3%/5 cos t sint\/9 cos21 +  5 sin2 tdt =
a b  о

tt/2= 3\/5 J c
3vj5

2

Я-/4

/ У Г

cos t sin i\/l + 4 cos2 tdt =
_ g

+  4cos2tdcos2t =  — (l + 4cos2 t)2 4

jr/2

=  -V 5.

/ cos 9
------dt, где C  — окружность ради-

c
уса а с центром в точке (a; 0) оси Ox; г и в — полярные координаты 
точки кривой.

Решение. Уравнение линии С  в полярной системе: г =  2a cos в,
7Г Л 7Г у ■ л\

-  2 ^  ^  2 (РИС‘ 4 '̂
гг /2  jr /2

[ ' ^ 1 1 =  [  М  = , .

С  тг /2  - т г / 2

П ример 5.6. Вычислить J  xyzdl,  где АВ — часть винтовой
а в

линии х  =  a cost, у =  asin t, 2 =  kt, 0 ^  t sC 27г. 
Решение.

2jrJ xyzdl = J a2 cost sin t ■ k t\/a2 + к2 dt 
a b  0
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2тг
i a 1 2fc\/a2 +  к2 j  tsin 2 tdt

2 я

и
=  ^ v ^ T p j _ « C |2 t

“f  “ / cos 2t dt

=  — ^-7га2к \ /  a 2 +  A:2.

П ример 5.7. Вычислить J  (x2 +  y2)dl, где AB — ломанная
AB

ACB, изображенная на рис. 5, А(0;0), С(1;2), В(3;2).
Решение.

У  (x2 + y 2)dl = J  (х2 + у 2) dl + J  (x2 + y 2)dl .
лв ■ лс  с в

Для АС: у =  2х, х0 =  0, х„ =  1. Для СВ: у = 2, хо =  1, х„ — 3.

1 2
J  (х2 +  у2)еМ — У  (х2 +  4х2) \Л  + 22 dx + J (х2 4- 22)л /1 +  О2 rix =

ЛВ

1 2 3 1 'з
=  У  5>/5x2dx+У  (x2+4)dx =  +4х^ = -(>/5+10).
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§6. Применения криволинейного интеграла S рода

1. Масса тп стержня I, плоского или пространственного, имею
щего линейную плотность р = р(М),  вычисляется согласно (2.1) по 
формуле

pdl. (6.1)
I

2. Координаты центра тяжести однородного стержня 1 вычис
ляются по формулам

(6 .2)

где s =  j  dl —■ длина стержня. (Для плоского стержня используют- 
г

ся только две первые формулы (6.2).)
3. Площадь 5  цилиндрической поверхности с образующей, па

раллельной оси Oz, направляющей А В  и ограниченной линией АВ  
и линией пересечения поверхности z — f (x , y )  с цилиндрической 
поверхностью, согласно (5.1) вычисляется по формуле

S  = У f (x ,  у) Ш. 
АВ

П ример 6.1. Найти координаты центра тяжести одной ветки 
винтовой линии х -  a cost, у =  asin t, z =  bt, 0 ^  t < 2л.

Решение.

х с

2 л
J  a cos t V a2 sin21 + a2 cos2 t + b2 dt 
о

2w

/ a2 sin21 +  a2 cos2 t + tPdt
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2гг
J  a cos i \ / a 2 +  b2 dt 

_  о________ ________
2jtj  \ / a62 +  b2 dt 
о

yc =  О аналогично;

a • 0 
2ir =  0;

2n
J  bt'Ja2 si

2C =

sin2 f +  a3 cos2 t + b2dt 

2 n \/  a2 +  b2
Й-4тг2 
2л--2

- 7ГЬ.

Итак, жс = 0, j/c =  0, zc =  Л-Ь.

§7. Определение криволинейного интеграла 
II рода

Пусть дана гладкая или кусочно гладкая кривая А В  (рис. 6) 
и вектор-функция F(x,y)  = Р(х,у)Т + Q(x,y)j ,  проекции Р (х ,у ) 
и Q(x,y)  которой непрерывны в некоторой области, содержащей
кривую АВ.

Разобьем кривую АВ  произвольно выбранными точками 
Л0 =  Л, Ль  Л2, Л*_1, Л*, Л „_ь А п = В  п а п  частей Л0ЛЬ
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А 1А 2 , A k- iAk ,  An- i A n. Обозначим через Л наибольшую
из длин частичных дуг А к~ \А к, к — 1, п; (Ахк,А у к) — 
проекции вектора А к- \ А к (к = 1, п) на оси координат. Выберем
произвольную точку M k{ik,Vk) на каждой части Ак.~\Ак, к — 1, 

п.
Составим сумму

П п
s n = ^ ( P i M k ^ A t S M  = £ Р (М * )Д * *  + Q(Mk)Ayk. (7.1)

к=1 *=1

Сумма (7.1) называется интегральной суммой.
Пусть теперь число разбиений кривой АВ  неограниченно воз

растает (п -► оо), причем так, что А -> 0.
Если существует предел интегральной суммы (7.1) и этот пре

дел не зависит от способа разбиения кривой АВ  и выбора точек M ki 
то этот предел называется криволинейным интегралом II рода (по 
координатам) и обозначается

J  P(x,y) dx + Q(x,y)dy =
АВ

П
~  'Д11 ^L,(p (£k,m )& xk +  Q(^k,Vk)Ayk). (7.2)n—юо «

(А—*0 )  * = 1

Аналогично определяется криволинейный интеграл II рода от 
вектор-функции F(x ,y ,z )  =  P(x ,y , z ) i  + Q ( x , y , z ) f + R ( x , y , z ) k  по
пространственной кривой АВ:

J P (x , y , z )d x  +  Q(x ,y ,z )dy  + R(x ,y , z )d z  =
АВ

П
, m , ( k ) A x k +  Q( ^ k , m , ^ k ) A y k +.

(A—>0) k=l

+ R U k , r j k , < k) A z k). ' (7.3)

Обозначим dl = (dx,dy,dz) для пространственной кривой АВ  
и dl = (dx,dy) для плоской кривой.
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Тогда подынтегральные выражения в левых частях в формулах 
(7.2) и (7.3) могут быть представлены в виде скалярного произве
дения вектор-функции F(M)  на вектор dl: (F(M),dT).

Таким образом, криволинейный интеграл II рода может быть 
записан в виде J (F(M),d?). (7.4)

АВ
• *

Определение криволинейного интеграла II рода давалось в пред
положении, что А В  кусочно-гладкая кривая, а компоненты вектор-
функции F(M)  непрерывны в точках кривой АВ.  При этих пред
положениях предел интегральной суммы (7.1) существует и не за
висит от способа разбиения кривой А В  на части и от выбора точек 
Мк, т.е. криволинейный интеграл II рода существует.

§8. Механический смысл криволийейного 
интеграла II рода

Пусть материальная точка М  перемещается вдоль кривой АВ  
под действием переменной силы F(M ). Тогда каждое слагаемое ин
тегральной суммы (7.1) {F{Mk),Ak-iAk)  tt  Ек представляет собой 
работу силы F(M ) при перемещении материальной точки вдоль 
частичной дуги Ak- iAk ,  а интегральная сумма — работу силы

П
F(M) (Е  ' w Ек) при перемещении материальной точки вдоль 

*=1
кривой АВ.  Это представление будет тем точнее, чем меньше А. Ес
тественно принять предел интегральной суммы при п -► оо (А,—► 0) 
за точное значение работы.

Таким образом, криволинейный интеграл II рода равен работе 
силы F (M ) по перемещению материальной точки вдоль кривой АВ:

Е = /  Р(х, y,z) dx + Q (x ,y , z )dy  + R(x,  у, z) dz =
А В

= J (E(M), dl). (8.1)
A B
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Криволинейый интеграл II рода имеет ряд свойств, подобных 
свойствам интеграла I рода.

1°. Линейность:

[  (Fi{M)  +  F2{M),dI) =  f  (Fi(M),dI) + f  (F2(M),dl); (9.1)
AB AB AB

J  (аР{М),<й) = а j  {F{M),df). (9.2)

§9. Свойства криволинейного интеграла II рода

AB AB

2°. Аддитивность по области: если кривая A B  разбита на части 
AAi,  A i A 2, ..., А кВ,  то

I  (F(M),dl) =
AB

=  J  {F{M),di)+ J  (F(M),dl) + . . .+ J  (.F(M) ,d f j. (9.3)
AA\ AjA2. AkB

В отличие от криволинейного интеграла I рода криволинейный 
интеграл II рода зависит от выбора начальной и конечной точек, а 
именно: J  (F(Af),dO = -  J  (F ( M ) , d l ).

AB BA

§10. Вычисление криволинейного интеграла 
II рода

Вычисление криволинейного интеграла II рода осуществляется 
также, как и криволинейного интеграла I рода, путем приведения 
его к, обыкновенному определенному интегралу.

1. Пусть кривая АВ  задана уравнением у =  f (x)\  точки 
А(хо, f ( x 0)), В (хn, / (x n)); dy = f ' (x) dx, тогда

Хп
J  P (x ,y)dx +  Q(x,y)dy ~ J  P (x ,f{x ))d x  +  Q (x J(x )) f '(x )d x  =

AB io
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хп
=  J ( P ( x , f ( x ) )  + Q(x , f ( x )) f ' ( x ))dx .

Xf> >
2. Пусть кривая А В  задана параметрически: х  =  x(f), у — y(t). 

Точка А  соответствует значению параметра to, точка В  — 1 „ .  Тогда

J  Р (х , у) dx + Q(x, у) dy =
АВ

t-n
=  J  P(x(t ) ,y(t ))x' ( t)dt  + Q(x(t),y(t))y' (t)dt  =  

to
tn ’

=  J{P(x( t ) ,y ( t ) )x ' ( t )  + Q(x(t),y(t))y'(t))dt.
to

Пусть A B  — пространственная кривая. Без ограниче
ния общности можно считать, что она задана параметричес
кими уравнениями х =  x(t), у  =  y(t), z =  z(t). Точка А  
соответствует t =  to, точка В  — t =  tn\ имеется функция 
F(x] у ; г) =  (Р ( х , у, z)\Q{x,y,  z );R(x, у , г)). Тогда

J P ( x , y , z ) d x  + Q(x ,y ,z )dy  + R ( x , y , z ) d z  =
АВ
tn

=  J (P ( x ( t ) ,  y(t), *(*))*'(*) +  Q(x(i), y(t), z(t))y'(t)+
to

+R(x{t), y(t), z(t))z'(t)) dt.

Пример 10.1. Вычислить интеграл /  =  J x y d x  -f (x + y)dy,
AB

принимая за AB:  а) отрёзок ON,  0(0; 0), JV(1; 1); б) дугу параболы 
у =  x2, соединяющую точки О и N;  в) ломанную O M N ,  М(1;0) 
(рис. 7).

Решение, а) у =  х, 0 ^  х <  1, dy — dx.

/  =  / < * ’ +  2* ) d z =  ( ^  + * ^  =  1
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У Аj

б) у — х 2, 0 ^  х ^  1, dy = 2xdx.

1

f [ x 3 + (x + x 2)2x]dx=~- ,
“ \.£*О

в) контур интегрирования разобьем на 2 кривые — отрезки 
О М  и M N .  На ОМ у =  0 и dy =  0, а на M N  х =  0, dx =  0, то есть

Пример 10.2. Вычислить интеграл /  = j  ydx ~ xdy,  где
л г) -42?

— дуга циклоиды ж =  2(t -  sin t), у =  2(1 -  cost), от точки 
л(0;0) до точки В(4тг;0). Точка А  соответствует t = 0 а точка 
B  — t = 2п.

Решение.

25 2я
I  ~ J  (4(1 -  c o s s i n t )  sini) < f t  =  4 J { 2 - 2 cost ■ t sin t) dt

2тг 2» J
2t -  2 sin t ~ t sin tdt

> 0 0 j0 J
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=  4
,2-  2х ч |2» f

An+tco$ t \  — I costdt
lo l

12-jr
=  16тг -  4 ( - i  cos t +  sin t) I =  247Г.

П рим ер 10.3 . Вычислить J xy dy вдоль кривой x = у -  у* от
АВ

точки А  с ординатой у0 =  - 2  до точки В  с ординатой уп =  2. 
Решение.

J xy  dy =  J ( у -  y3)ydy  =  ( у  ~  I f )
А В  -2 - 2

112 
' 45 ‘

§11. Связь между криволинейными интегралами I 
и II рода

Обозначим через а  и [} углы, составляемые с осями координат 
направленной касательной к кривой АВ  в точке М(х,у )  (рис. 8).

Получим dx =  ей cos a , dy =  tU cos ft. Тогда

P (x, y) cos a  d l ;

AB AB

f  Q(x , У) dy =  f  Q(x,y)  cos0dl.
AB AB
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Таким образом,

I Р(х,у)  dx+Q(x,у) dy = I  (Р(х,у) cosa+Q{x,у) cos/3) dl. (11.1)
АВ АВ

§12. Формула Грина

Если А В  — замкнутая кривая, то есть А  совпадает с В.
Положительным будем называть то направление обхода, при 

котором область, ограниченная контуром, остается слева по отно
шению к точке, совершающей обход.

Криволинейный интеграл по замкнутому контуру, пробегаемо
му в положительном направлении, обозначают символом

j> Р(х, у) dx +  Q{x, у) dy. (12.1)
L

Пусть L — плоский кусочно-гладкий замкнутый контур, D 
ограниченная этим контуром область.

Если функции Р , Q, непрерывны в области D, то
ду ох

<j>P{x,y)dx + Q(x,y)dy = j j  ~ Лх<1У- (12-2) 
L D

Формула (12.2) называется формулой Грина.

§13. Независимость криволинейного интеграла 
II рода от контура интегрирования

Т еорем а 13.1. Пусть функции Р(х,у)  и Q(x,y)  определены и
дР  dQ

непрерывны вместе со своими частными' производными —  и
оу ох

в замкнутой области G. Тогда следующие 4 условия эквивалентны:
1) для любой замкнутой кусочно-гладкой кривой L , располо

женной в G,

j> Р(х, у) dx +  Q(x, у) dy =  0;
L
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2) для любых двух точек А и В  области G значение интеграла 
1 ? (  x ,y )dx  + Q(x,y)dy  не зависит от выбора пути интегрирова

ла
ния, целиком лежащего в G;

3) выражение P{x,y )dx  + Q{x,y)dy  представляет собой полный 
дифференциал некоторой функции, определенной в области G:

3u(x,y):  P{x,y)dx + Q(x ,y)dy = du(x,y)\

„ ЭР dQ4) в области G всюду .
ау ох

Приведенные в теореме факты имеют физическое истолкова
ние. В частности, утверждение 2) =► 3) означает, что если в данном 
силовом поле работа силы вдоль кривой не зависит от формы кри
вой, то поле потенциальное.

§14. Приложения криволинейного интеграла 
II рода

1. Работа Е  силы F  =  Р(х,у)г + Q(x,y) j  по перемещению ма
териальной точки вдоль кривой А В  вычисляется по формуле

Е =  J Р(х, у) dx -t Q(x, у) dy.
А В

,2. Площадь 5  области D, ограниченной замкнутой кривой L, 
находится по формуле

5 Л

П ример 14.1. Найти работу силы тяжести F  =  (0;тд) при 
перемещении материальной точки из точки Мо(х0, уо) в М п(хп, уп). 

Решение.

Е  =
(tn .Уп)

mgdy  = тду„ -  тду0.
(* 0 (Уо)

П ример 14.2. Вычислить площадь, ограниченную астроидой 
х  = a cos3 1, у — a sin31, О ^  t ^  2-к.
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Решение.

S d =

2тг
Sd = ^ J (a cos31 • За sin2 t cos t -  a sin3 t( -3 a  cos 62t sin t)) dt =

3a2 f  2 , 2 37ra2
J cos t sm tdt  ~
о

Задачи для самостоятельного решения

1. Вычислить криволинейные интегралы:
t  dl 11) /  ■ =, где АВ — отрезок прямой у =  - х  — 2,

\/а:62 + ГА В
А (0;-2), В(4;0);

2) j  s/ х 1 4- у2<Й, где АВ — кривая х =  a(cost +  tsint),  
АВ

у — a(sin t — t cos t), 0 ^  t ^  2тг,
3) £ ( 2 x +  y)dl,  где L  — контур ДАВО с вершинами A(1;0),

B(0;2),O(0;0);
4) j  {x +  y)dx  — xdy  и J у dx +  xdy,  где а) АВ — прямая,

АВ АВ
соединяющая точки (0; 0) и (4; 2); б) АВ — ломанная, соединяющая 
точки (0;0), (2; 0), (4; 2). Сделать выводы из полученных результа
тов. Пояснить, почему в одном случае интеграл зависит от пути 
интегрирования, а во втором —- нет;

5) j> (х2 —у) dx, где L — контур прямоугольника, образованного 
L

прямыми х =  0 , у =  0 , х =  1, у — 2 (интегрирование вести в 
положительном направлении);

6) /  \ f x d x  +  у/ y d y ,  где АВ — кривая у =  х2, А(0;0), В( 1; 1);
А В
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7) J xy dx  +  у2 dy по кривой x — t2, у =  t (1 ^  t <  2) в
ABнаправлении возрастания параметра;

8) /  (x + y)dx  + ( x -  y) dy по окружности x — R  cos t, у =  R  sin t 
AB

2. С помощью формулы Грина вычислить криволинейные ин
тегралы:

1) j> (а: -  у) dx + (х + у) dy, где L — окружность х 2 + у2 =  R 2; 
ь

2) j i  у2 dx + (x + у)2 dy по контуру А А В С  с вершинами Л(0; 0),'
L

В{а\а), С(0;а);

3) . / ( »  —х)2 dx+(x+y2) dy, где контур L ограничивает круговой

сектор радиуса R  с углом <р ^0 ^  ц> ^  -J ,.

3. Вычислить работу силы F(x,y)  при перемещении матери
альной точки по эллипсу в положительном направлении, если сила 
в каждой точке {х,у) эллипса направлена к центру эллипса и по 
величине равна расстоянию от точки (а:, у) до центра эллипса.

4. В каждой точке плоскости действует сила F  = {ху; х + у}. 
Вычислить работу при перемещении материальной точки из начала 
координат в точку (1; 1): а) по прямой у =  х; б) по параболе у =  х2.
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Глава 6.

Поверхностные интегралы

§1. Элементы теории поверхностей

Поверхность S  называется гладкой, если в каждой ее точке су
ществует, и притом единственная, касательная плоскость.

Для гладкости поверхности 5 , заданной уравнением z  — / ( х, у), 
необходимо и достаточно, чтобы функция /(х , у) имела непрерыв
ные частные производные f'x (x,y) и f y(x,y).

Поверхность S  называется кусочно-гладкой, если ее можно раз
бить на конечное число гладких поверхностей.

Площадь Р  гладкой поверхности S  вычисляется по формуле

где D xy — проекция поверхности S на плоскость Оху.
Поверхность S  может быть задана уравнением х  — (р(у, г) или 

уравнением у =  ij){x,z). В этом случае площадь Р  поверхности S  
будет вычисляться по формуле

где Dyz и Dxz — проекции поверхности S  на плоскости Oyz  и Oxz  
соответственно.

( 1.1)

или
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Пусть поверхность S  задана уравнением z — j{x ,y) ,  Dxy — 
проекция поверхности 5  на плоскость Оху, 1о — граница области 
Dxy. Тогда контур I, проекция которого на плоскость Оху совпада
ет с 1о, называется границей поверхности или кривой, на которую 
натянута данная поверхность.

Прямая, прохоядщая через данную точку поверхности перпен
дикулярно к касательной плоскости, называется нормалью к по
верхности. В каждой точке М гладкой поверхности 5  имется един
ственная нормаль, которая может иметь 2 противоположных на
правления.

Если на поверхности S  существует замкнутый контур, не име
ющий общих точек с границей, при обходе по которому направление 
нормали меняется на противоположное, то поверхность называется 
односторонней. Примером такой поверхности является лист Мёби
уса. Односторонние поверхности называются неориентируемыми.

Гладкая поверхность S  называется двусторонней, если обход 
по любому замкнутому контуру, лежащему на поверхности S' и не 
имеющему общих точек с ее границей, не меняет направление нор
мали к поверхности.

Пусть S  —  двусторонняя поверхность. Возьмем на ней точку 
Мо и припишем нормали в этой точке определенное направление. 
Взяв какую-либо другую точку Mj поверхности, соединим Мо и 
Mi  произвольным путем К ,  лежащим на поверхности и не пере
секающим ее границы. При этом направление нормали непрерывно 
меняется и точка Мо придет в положение М\  с вполне определен
ным направлением нормали. Можно доказать, что это направление 
не зависит от формы пути.

Таким образом, на двусторонней поверхности выбор направ
ления нормали в одной точке однозначно определяет направление 
нормали во всех ее точках. Совокупность всех точек поверхности с 
приписанными нормалями называется стороной поверхности.

Любая гладкая поверхность, определенная уравнением 
z — f (x ,y ) ,  является двусторонней. Направляющие косинусы 
нормали к этой поверхности вычисляются по формулам

1
( 1.2)

76



где а , /9, 7 — углы, которые нормаль составляет с положитель
ными направлениями осей Ох, Оу, Ог соответственно. Выбрав в 
каждой точке поверхности вектор нормали так, чтобы он состав
лял с положительным направлением оси Oz острый угол («+» перед 
радикалом), мы получим верхнюю сторону поверхности, а при про
тивоположной ориентации поверхности («—»перед радикалом) — ее 
нижнюю сторону.

Двусторонняя поверхность называется ориентируемой, а выбор 
ее стороны — ориентацией поверхности.

С понятием ориентации поверхности тесно связано понятие 
ориентации ее границы.

Пусть S  — ориентированная поверхность и I — ее граница, 
которая может состоять из одного или нескольких контуров. На
правление обхода контура / считается положительным, если наблю
датель, расположенный на поверхности так, что направление век
тора нормали совпадает с направлением от его ног к голове, обходя 
контур I, оставляет поверхность S  все время слева от себя. Проти
воположное направление обхода называется отрицательным.

Пусть S  — некоторая гладкая или кусочно-гладкая поверхность 
и f { M )  =  f ( x , y , z )  — непрерывная функция точки М  этой поверх
ности.

Разобьем поверхность S  на части До*, и в каждой части вы
берем точку Мк произвольным образом (рис. 1). Составим интег
ральную сумму

где ASk  — площадь части До* поверхности. Будем называть диа
метром чёсти о к поверхности наибольшее расстояние между точ
ками этой части. Обозначим через А* диаметр части До>, а А —
наибольший из Втих диаметров: А =  тах{А*,}.

к
Пусть теперь число разбиений п -+■-оо так, чтобы А -+ 0. Ес

ли при этом существует предел интегральной суммы (2.1) и он не 
зависит от выбора точек М* и от разбиения поверхности, то этот 
предел называется поверхностным интегралом I рода (по площади

§2. Поверхностные интегралы I рода

П
(2.1)
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Рис. 1

поверхности). Обозначение:

Л  f ( x , y , z ) d S  = I I  f (M )d S . (2.2)
s s

§3. Свойства поверхностного интеграла I рода и 
его вычисление

Значение поверхностного интеграла I рода не зависит от ори
ентации поверхности, поскольку ни значение функции в точках по
верхности, ни площадь поверхности на зависят от выбранного на
правления нормали.

Поверхностный интеграл I рода является аналогом криволиней
ного интеграла I рода, поэтому для него выполняются равенства, 
аналогичные равенствам (4.1)-(4.4) главы 5.

Если 5 — гладкая поверхность, заданная уравнением 
z =  f (x ,y) ,  a F(x,y ,z )  непрерывная функция, определен
ная в точках поверхности 5, то справедливо равенство



где Dxy —.проекция поверхности S  на плоскость Оху.
Формулу (3.1) можно записать в виде

J j F { x , y , z ) d S  = j j  F { x , y , f ( x , y ) ) ^ - ;  (3.2)
5 A*„

где 7 — угол, который вектор нормали п  в точке М(х, у, z ) состав
ляет с положительным направлением оси Oz.

Если поверхность задана уравнением х  =  <р(у, г) тля у — ф(х, z), 
получаем соответственно

JJ F(x,  у, z) dS  =  JJ F(<p(y, z), у, z )y!\  + <p* + tp*dydz =
S Dvx

= Jf  p

Dyz

F ( x , y , z ) dS =  JJ F{x,ip(x,z), z) \ / 1 + ф12 +  ф'2 dxdz =  
s  D.x

= JJ J ^ f .
Dxk

где Dyz и Dxz — проекции поверхности 5  на плоскости Oyz и Oxz, 
a a n  0  — углы, образованные вектором нормали с положительным 
направлением осей Ох и Оу.

Если поверхность 5  является кусочно-гладкой, то для сведения 
поверхностного интеграла, взятого по такой поверхности, к двой
ному нужно представить его в виде суммы интегралов по гладким 
частям этой поверхности.

z2 dS, где S  ■— часть конической 
S

поверхности z2 =  х 2 +  у2, заключенной между плоскостями 2 =  0 
и z  =  1.

Решение. Имеем

П ример 3.1. Вычислить
/ /

2 = \ f X2 + У2, Z'x
X

\ / х 2 + у2’
Zy

У
у/х2 + у2 ’

dS — dxdy
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Тогда

'“/Уs
где D: x2 + у2 ^  1.

JJ {x2 + y 2)dS  = JJ {x2 +  y2)V2dxdy,
D

I  ~ y j 2 JJ (x2 +  y2) dxdy —
D

= 4л/2 J dtp J p3 dp -  \ Д  J dtp =
n/2 1 ir/2

0 0 0

§4. Некоторые приложения поверхностного 
интеграла I рода

Пусть по гладкой или кусочно-гладкой поверхности 5  распреде
лена некоторая масса с поверхностной плотностью р{х, у, г), причем 
р(х, у, г) непрерывна на S\ Такую поверхность называют матери
альной. Тогда

где т  — масса поверхности 5; х, 'у, г —  координаты центра тяжес
ти, Jz — момент инерции поверхности S  относительно оси Ог.

П ример 4.1. Пусть S  — часть конической поверхности 
z2 = х 2 + у2, заключенной между плоскостями z =  0, z =  1 (рис. 2).

(4.1)
s

S s

(4.2)
s

(4.3)
s
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Рис. 2

Найти: а) площадь поверхности S; б) координаты центра тяжести, 
если считать поверхность однородной с р = 1.

Решение, а) Площадь поверхности найдем по формуле (1.1):

Р = JJ y/2dxdy = irV2.

б) координаты центра тяжести найдем по формулам (4.2):

п 1
х  — —=- l.l x \/2dxdy — — 

v 2tt J J к
Dxy 0 0

Аналогично получим у = 0.

7Г/2 1

2 ~ 7b JJ ̂ х2 +у2̂ dxdy p2(if> = \
DIy О О

Здесь мы учли, что т  = ц ■ Р = ж\/2.

J  cosip dip J p2dp =  0.

§5. Поверхностные интегралы II рода

Пусть S  — гладкая двусторонняя поверхность, ограниченная 
линией 1\ и пусть в каждой точке поверхности определена вектор- 
функция

Р(М) = Р(М)г + Q(M)j + ЩМ)к,
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компоненты которой являются непрерывными функциями. Зафик
сируем одну из сторон этой поверхности, выбрав направление нор
мали п(М)  =  (cos a, cos/?, cos 7 ).

Разобьем поверхность 5  произвольным образом на элементар
ные площадки До*;, на каждой из которых возьмем произвольную 
точку М*(£*,»?*,С*). Обозначим через A S  к площадь элементарной 
площадки До*, Л — наибольший диаметр элементарной площадки 
До*.

Составим сумму
П

=  (5-1)
*=! '

S n называется интегральной суммой.
Пусть теперь п -» оо так, что А —> 0. Если при этом сущест

вует предел интегральной суммы (5.1) и он не зависит от способа 
разбиения поверхности 5  и выбора М*, то этот предел называет
ся криволинейным интегралом II рода от вектор-функции F(M )  по 
поверхности S ■ Обозначение:

П

(А—>0)
(5.2)

В формуле (5.2) скалярное произведение (F, п) запишем в ко
ординатной форме. Получим

(F, п) dS =
/ /

(Р(М)  cos a +  Q(M) cos j3 + R(M) cos 7 ) dS. (5.3)

Поскольку dS  cos a = dSyz ~ dydz, dS  cos /3 =  dSxz =  dzdz, 
dS  cos7 =  dSxy =  dxdy — площади проекций элементарной площад
ки на координатные плоскости, то интеграл может быть записан в
виде

IIPdydz
s

+ Q dxdz + R  dxdy —II (f л
s

dS. (5.4)
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§6. Гидромеханическое истолкование 
поверхностного интеграла II рода

Пусть имеется некоторое течение жидкости, причем скорость 
частиц жидкости, протекающих через данную точку, зависит толь
ко от координат этой точки. В каждой точке M (x ,y , z )  области за
дан вектор скорости v(x ,y,z),  то есть в области определено поле 
скоростей:

v(x, у, z) = Р(х, у, z)i + Q{x, у, z ) f +  R(x, у, z)k.

Плотность жидкости будем считать постоянной, равной 1.
Требуется определить количество жидкости, протекающей за 

единицу времени через заданную поверхность.

Поток жидкости через элементарную площадку (рис. 3) нахо
дится по формуле К  =  \v\cos ip =  (а, п). Суммируя потоки через Ьсе 
элементарные площадки (рис. 4), получим

П П
К п ~  ^(Wfc,nfc) = (Pk cosа* +  Qk COS + Rk cos 7*) AS*. (6.1)

k=l k- 1

Таким образом, поток через поверхность 5  равен 

К  -  lim Кп = lilt) (! \  cos а  к 4- Qk cos /З/t +  Д* cos 7*) AS* =

-//««■cos а  4* Q cos /9 + Д cos 7) dS =  J J ( P ,n ) d S .
s

(6.2)
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§7. Свойства поверхностного интеграла II рода 
и его вычисление

Для поверхностного интеграла II рода справедливы свойства, 
аналогичные свойствам (9.1)-(9.3) (глава 5) для криволинейного ин
теграла II рода.

При переходе к другой стороне поверхности вектор нормали п 
имеет направление —п  =  (— cos а , — cos/?, -  cos 7 ).

Пусть гладкая (или кусочно-гладкая) поверхность S  задана 
уравнением z = f ( x , y )  и взята верхняя сторона этой поверхнос
ти, a R(x ,y ,z )  — ограниченная на S  функция. Тогда справедливо 
равенство

JJ R{x, у, z) dxdy =  JJ Д [

S  D*y

x ,y , f (x ,y )]dxdy.

Если интеграл берется по нижней стороне поверхности, то спра
ведлива формула

/ /
R(x ,y ,z )dxdy JJ R[x,y , f(x ,y)]dxdy.

Dxy

Аналогично получаем

x ,y , z )dydz
s

z ) ,y ,z \dydz ,

JJ Q{x, y, z)dzdx  =  ±  JJ Q[x,
S  D „

ip(x, z), z] dxdz ,

где x  = tp(y,z) и у = ф(х,г)  — уравнения поверхности S, разре
шенные относительно х н у .

Отметим, что в формулах интегралы, стоящие слева, существу
ют, если существуют двойные йнтегрвлы, стоящие справа в каждой 
из формул.

П ример 7.1. Вычислить +'dxdz + x z3 dxdy, где 5 —
S

внешняя сторона сферы х 1 +  у2 +  z2 = 1, заключенная в первом 
октанте (рис. 5).
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Рис. 5

Решение. Обозначим А , А  и А  проекции поверхности 5  на 
координатные плоскости Oyz, Oxz  и Оху соответственно. Это бу
дут четверти кругов:

А  : У2 +  *2' <  1, У >  0, г  0; А  : г:2 +  г 2 ^  1, а: ^  0, л ^  0; 

А  : хг + у2 <$ 1, х ^  0, у > 0.

р  JJ я сй/йг =  JJ \ / l  ~ у 2 — z2 dydz =
5 Д>1

jr/2 1
=  / л , / У Г т

X  — Г COS у)

г/ =  г sin v?

, 7Г /  ( 1  -  г 2 ) 3 / 2Нгаг = — —---—
2 3

7Г

6 '

/ 2 //““ = //dxdz
s  d2

- площадь четверти круга радиуса 1.

/з =  JJ x z2 dxdy =  JJ х ( 1 - х 2 -  у2) dxdy = X  — Г  COS </з
у = rsiiup

Я-/2 1J fios ip dip J  r( l  -  r2)rdr  = 1 -
15'
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Итак,
т т т т  ж ж 2 Ъж + 2
Т 1\ "Ь I2 “f" -— '— -}- '— -Ь — — ■ ., 2 Т 3 4 6 i5  12

П рим ер 7.2. Вычислить j j  z cos j d S ,  где S  — внешняя сто

рона сферы х2 + у2 + z1 =  1.
Решение. Здесь z  нельзя выразить однозначной функцией от х 

и у для всей поверхности 5. Разобьем поверхность на две части: Si  с 
уравнением z — y / l - x 2 -  у2 и S2 с уравнением z  =  - у/1 -  х2 -  у 2. 
Получим

JJ z c o s j d S  =  JJ z c o s j d S  +  J J zcos'y dS.
s s, s2

Преобразуем каждый из интегралов в двойной интеграл:

J j zcos ' fdS  =  J j  \ / l  — х2 — y2dxdy,
Si D

где D — круг x2 + у2 ^  1. S2 — внешняя сторона полусферы, рас
положенная ниже плоскости Оху, значит, cos 7 dS  =  —dxdy и

JJ z cos 7 dS = -  JJ - - i / l  -  x 2 - y 2dxdy,
S 2 D

где О — тот же круг. В результате получим

J j zcos'y dS  =  JJ у / 1 - х 2 - у 2 dxdy +  JJ s j l - x 2 -  y2 dxdy =
S  D  o

г г ■ 2 4
=  2 I I  -  x2 -  у2 dxdy =  2 • - 7г =  -7Г,

о

поскольку здесь J J  \ / l  — х2 — у2 dxdy выражает объем полусферы 
£>

2
радиуса 1, он равен -л \
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§8. Формулы Стокса и Остроградского

Для поверхностных интегралов имеет место формула, анало
гичная формуле Грина, позволяющая свести вычисление интеграла 
по поверхности S  к вычислению криволинейного интеграла по кон
туру 'L, ограничивающему эту поверхность.

Теорема 8.1. Если функции P(x,y ,z ) ,  Q{x,y,z),  R(x ,y ,z)  не
прерывны вместе со своими частными производными первого по
рядка, то имеет место формула

т -
$
(дО__дР_
\ 9 х  ду

8Q
dz

\  ( д Р  Ж \  '
J  cos а  +  — —  j  cos /?+

^ cos7|  da —, <j> P d x  + Qdy + R d z .
L

(8.1)

Замечание. Если поверхность S  — часть плоскости, параллельной плоскос
ти Оху, то Д г  =  0 и мы получим формулу Грина как частный случай формулы 
Стокса.

Из формулы (8.1) следует, что если f =  o,ду
(8.2)сШск? ар _ ак =п oq

ду dz  ’ dz дх  ’ дх
то криволинейный интеграл по любой пространственной замкнутой 
кривой L равен нулю:

/
Р dx + Q dy + Rdz  = 0. (8.3)

В этом случае криволинейный интеграл не зависит от формы кри
вой интегрирования.

Как и для плоской кривой, выполнение условий (8.2) является 
не только достаточным, но и необходимым для (8.3).

При выполнении условий (8.2) подынтегральное выражение в 
(8.3) является полным дифференциалом, то есть существует функ
ция u(x,y , z)  такая, что

P d x  + Qdy + Rdz  = du(x,y,z).

Следовательно,

J P d x  +  Q dy +  Rdz
AB
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В теорий поля jp P d x  + Qdy + R d z  называется циркуляцией
L

вектора f  =  (R , P, Q) по линии L. Вектор

( 9 R _ 9 Q . d P _ d R . 9 Q _ d P \ =  a
V dy Q z ' d z  d x ' d x  dy )

называется ротором или вихрем векторного поля F  =  (F, Q, R). 
Тогда формула Стокса может быть записана в следующей векторной 
форме:

/ /  (rot F,n)  da =
S L

( d _  d_ 
\ d x ' d y ’

Введем в рассмотрение вектор V

(8.4)

, называемый

«набла». Тогда rot F  может быть представлен в виде векторного про
изведения:

ro tF  =  [V ,#] =
г ) к
д_ д_ д_

дх ду dz
Р  Q R

Формула Стокса может быть представлена в следующем век
торном виде:

J J p , P ] d S  =  f
s

Условие независимости криволинейного интеграла от формы 
.кривой интегрирования с точки зрения теории поля состоит в том, 
чтобы ro tF  = 0, т.е. поле было безвихревым.

Пусть функции P(x ,y ,z ) ,  Q(x,y ,z) ,  R (x ,y ,z )  непрерывны 
вместе со своими частными производными первого порядка в 
области V , тогда имеет место формула

dQ d R \  
д у *  d z )

dxdydz=

cos ос + Q cos/? +  R  cos 7) dS, (8.5)
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где S  — граница области V  и интегрирование по 5  производится 
по ее внешней, стороне.

Формула (8.5) называется формулой Остроградского. Эта фор
мула устанавливает связь между тройным интегралом по области 
V  и поверхностным интегралом по ограничивающей эту область 
поверхности S.

Формула Остроградского имеет следующее истолкование:

# <р cos а  +  Q cos /3 +  R  cos 7 ) dS = jzj) (F , n) dS

поток вектора F  — (P ,Q ,R ) через замкнутую поверхность S. 
Выражение ■

d P  dQ  , 8R  .. я  
Эх + ду +. dz  d w F

есть дивергенция вектора F: div F  — (V, F). Дивергенция векторно
го поля — плотность источника или количество векторных линий, 
начинающихся в бесконечно малом объеме в расчете на единицу 
этого объема.

Таким образом, формула Остроградского может быть записана 
в виде

div Р  dV = Я(.F ,n )d S
V  s

J J J ( v , P ) d v  = f y ( P , f i ) d S .
v s

П ример 8 .1. Вычислить поток вектора Р  =  (x \ y \ z ) через по
верхность сферы х 2 + у2 + z 2 =  R 2 (нормаль внешняя).

Решение. Воспользуемся формулой Остроградского:

/ / ( А  * ) * - / / (  х  cos а  + у cos 0 + г cos 7 ) dS

= J J J (1 + 1 + 1) dxdydz = 3 ■ = 47гД3.
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Глава 7. 

Числовые ряды

§1. Введение
/

Для чего нужны числовые и функциональные ряды? Вопрос 
не риторический. Дело в том, что большинство студентов, впер
вые встречаясь с этим математическим аппаратом, не понимают 
смысла замены компактной, «красивой» функции вроде sin а: или ех 
на громоздкое (бесконечно длинное) выражение — ряд:

sin х = х  — X3 X5
ЗГ +  5\ 7! 9!

х , X2 X3 X4е -  1 +  х +  -  +  -  +  -  +  .

Смысл этого в том, что возможность представления функции 
в виде суммы более простых функций (в математике это свойст
во называется аналитичностью, т.е. разложимостью функции) дает 
способ вычислить значения таких функций для любого допустимого
значения аргумента и с любой степенью точности. Иначе значения, 

• 7Гнапример, sin — , мы бы считали, измеряя длины сторон треуголь
ника и составляя отношения, а это, конечно, гораздо менее точно. А 
как считать, например, е~3,8? Вообще не понятно. Хотя любой каль
кулятор с функциями вычисляет эти значения, как раз используя 
микропрограммы разложения функций в ряды.

Кроме этого применения есть и другие, например, вычисление 
некоторых интегралов от функций, не имеющих элементарных пер
вообразных, приближенное решение дифференциальных уравнений.

Возможность представления функий рядами и область приме
нимости этих рядов требуют обоснования. Это и является первой
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частью изучаемого раздела математического анализа — исследова
ние сходимости числовых рядов. Ряд называется сходящимся, если 
он имеет конечную сумму. Используя аппарат исследования сходи
мости числовых рядов* далее строится теория представления функ
ций сходящимися функциональными рядами, что и является основ
ной целью раздела.

§2. Основные определения

Числовым рядом из действительных чисел называется беско
нечная сумма вида

U i  + и? + U3 +  U4 + ... + ип +  ... ,

где п € N, ип 6 К. Для краткого обозначения ряда используют
ОО

символ
П== 1

Считается, что ряд задан, если известен закон образования «об
щего члена» ряда — ип, т.е. задана последовательность {un} как 
функция целочисленного аргумента п.

Основным практическим вопросом в теории рядов является их 
суммируемость (сходимость), т.е. существование числа или функ
ции, являющихся конечным выражением суммы всех членов ряда. 
Но в силу наличия бесконечно большого числа слагаемых эта задача 
не может быть решена алгебраическим суммированием.

Суммой ряда называется предел последовательности его час
тичных сумм, которая находится следующим образом:

1) число Sn = «1 +  U2 +  и3 + ... +  ип называется n-ой частичной
ОО

суммой ряда У ^ ц п;
П=1

2) частичные суммы при п =  1, 2, 3, ... образуют последова
тельность {5П};

3) предел этой последовательности; если он существует, и есть
ОО

сумма ряда: lim Sn =  S. Тогда > un = 5.П-fOO n̂= 1
Так можно непосредственно доказать существование суммы 

ряда и найти ее. Однако основная сложность заключается в состав
лении функции Sn в конечной форме (без многоточий).

П рим ер 2 .1. Найти сумму бесконечно убывающей геометри-
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ческой прогрессии

1 1 1 1  
2 +  1 +  8 +  -  +  F  +  ‘ П=1

Решение. Из элементарной математики известны следующие 
формулы для геометрической прогрессии:

Ol, d2 — dl ‘Q, ..., Qn dl 'Q *, Sn =  a i + a 2 + ... + On.
a i ( l ~ g n)

l - q

Если |g| < 1 — это бесконечно убывающая геометрическая прогрес
сия, тогда

l i m S n =  lim А - = 5 .
п-+ос n-юо \  1 — q 1 — q J  1 — 7 i — q .

Тогда для геометрической прогрессии

fli —г , q — j Sn — 1 э S  — lim Sn Игл. Г 1 j2 2 2n n->oo n-too у 2 /

Если |g| > 1, то limS„ не существует, т.к. 5„ неограниченно возрас
тает; для геометрической прогрессии {2"}: а\ — 2,д  = 2,

S„ =  2(2" -  1), lim Sn =  lim 2(2" -  1) =  oo.
П —Ю С ' П —+О С

Таким образом, ряды, построенные из геометрических прогрессий, 
являются сходящимися, если \q\ < 1, и расходящимися, если |д| > 1. 
Если q =  1, то

S n — а х +  a i  +  Oi +  . . .  +  CLi

стремится к ±оо в зависимости от знака oi; если q = - 1, то

S n  =  d \ — ( l l  +  f l i  — Qi +  ...
Г 0, при n четном,
( a j, при n нечетном,

т.е. определенного предела у Sn нет. 

П рим ер 2.2. Найти, сумму ряда 

Решение.
£
П =  1

1
п(п + 1)

£ 1
п(п  +  1)

1 1 1 
2 + 2 • 3 + 3 • 4

1
4 -5

+  ... +
1

п(п + 1) + . .
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------1_ ——— 4 -  ; 1 4 -  4 -  -г-......... , 1 ■ ".,i 4 -  1 ■ 4 -  ——'
2 2 -3  3 -4  (п -  2)(п — 1) (п — 1 }п п(п + 1)

= ( i ~ 0 + G _ 0 + G "  \)+-+
__1______ 1_ \  / _ 1 ____ I V  / 1 _____1_
п — 2 п — 1/  \ п  — 1 п )  \ п  п  + 1

(по индукции заключаем, что все промежуточные члены суммы 
взаимоуничтожаются), тогда

Sn -  1 ------К г  и 5  =± lim Sn =  lim ( 1 ------=  1.
n  +  1 n-юо n-»oo у  П +  1 J

В большинстве практически интересных случаев найти сумму 
ряда по определению не удается как раз из-за упомянутой сложнос
ти. Поэтому в практике задачу нахождения суммы ряда разбивают 
на две части: 1) доказывают существование этой суммы, но не не
посредственно (т.е. по опредлению), а косвенно, через признаки, 
а затем, в случае сходимости, 2) вычисляют сумму приближенно, 
но с любой требуемой точностью, ограничиваясь конечным числом 
членов ряда. Вычисление суммы любого конечного числа членов ря
да без доказательства сходимости никакого достоверного значения 
суммы ряда не дает.

§3. Свойства сходящихся числовых рядов

Свойство 3.1. Отбрасывание или добавление или изменение 
конечного числа членов ряда не нарушает его сходимости или рас
ходимости.

Действительно, конечное число членов ряда всегда можно про
суммировать алгебраически. Остальные же члены, а они составля
ют бесконечно длинный «хвост» ряда, и определяют его сходимость 
или расходимость.

00 00

Свойство 3.2. Если ряды оп и 6„ сходятся к суммам
П~1 П=1

оо
5  и Т  соответственно, то сходится и ряд + 6П), причем его

п=1
сумма равна S  + Т.
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ft n
Д оказательство. Sn =  ^ a K. Tn = ^  — г.-ыз частичные

fc=i fc=i
П

суммы данных рядов, сгп =  ^ 2 (afe +  b*) —■ n-ая частичная сумма
k=1,

исследуемого ряда, lim Sn =  S, Hm Tn = T, тогда
n-> oo n->oo

lirri crn =  lim (S„ +  Tn) = S  + T.
n —>oo П—>00

00
Свойство 3.3. Если ряд ^ o n сходится к сумме 5, то для

П— 1
оо

любого числа с ряд ^  са„ тоже сходится к сумме с5. Если с ^  0, то
П=1

справедливо и обратное утверждение. Доказательство аналогично 
предыдущему.

§4. Необходимый признак сходимости числовых 
рядов

В математике существуют две основные формы условных 
утверждений: необходимые и достаточные. В чем их различие?

Необходимые условия, как правило, более простые для провер
ки, чем достаточные, и обязательно выполняются при наличии 
интересующего нас свойства или объекта. Например, при наличии 
экстремума в точке дифференцируемости функции ее первая про
изводная обращается в нуль. Поэтому мы говорим, что обращение в 
нуль первой производной является необходимым условием сущест
вования экстремума дифференцируемой функции.

Однако из выполнения необходимого условия еще нельзя сде
лать окончательный вывод о наличии интересующего нас свойства. 
Действительно, обращение первой производной в нуль в некоторой 
точке не гарантирует наличие в этой точке экстремума. Например, 
/(х )  =  х3, / ' ( 0) =  0, но при х =  О экстремума /(х ) нет.

Но поскольку интересующее нас свойство обязательно сопро
вождается выполнением необходимого условия, то из невыполнения 
этого условия можно сделать определенный вывод об отсутствии 
нужного свойства.

В практике исследования функций мы использовали необходи
мые условия для обнаружения точек, где экструмум возможен, и 
уже затем исследовали эти точки с помощью достаточных условий.
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В нашем настоящем случае — при исследовании рядов — та
ким необходимым признаком сходимости числового ряда является 
равенство нулю предела n-го члена ряда.

Т еорем а 4.1. У всех сходящихся числовых рядов lim ип — 0.

Д оказательство. Пусть ряд ^  ип
71= 1

сходится, т.е. lim Sn =  S.
n —► 0 0

Тогда и lim S„_i =  S.  Вычитая почленно эти равенства, получим
П —> ОО

lim Sn — lim Sn_i =  lim un =  0.
n —>oo n —> oo n-*+oo

Из этого признака практически полезным является логическоеОО
Следствие 4.1. Если lim ип ф 0, то ряд ип расходится.п-»оо 'П=1
Если же lim ип =  0, то окончательного ответа о поведенииП—>00

ряда мы еще не имеем. Ряды, удовлетворяющие этому условию,

могут быть как расходящимися, так и сходящимися: ряд ------
пП= 1

гармонический
ОО

расходится; ряд
П—1

— бигармонический —

сходится (это мы покажем далее с помощью достаточных признаков 
сходимости).

Достаточных признаков сходимости несколько. Это разнообра
зие вызвано тем, что какой-либо один признак не всегда удобен 
для любой формы функции, задающей общий член ряда {ы„}. Вы
бор признака обусловлен опытом исследователя либо осуществляет
ся через перебор известных признаков. При этом важно понимать, 
что сходимость или расходимость конкретного ряда присуща ему 
изначально и не зависит от примененного признака. Выбор призна
ка может оказаться удачным — если мы получили определенный 
ответ, или неудачным — если мы не смогли получить определенный 
ответ.

§5. Достаточные признаки сходимости числовых 
рядов с положительными членами

1. П ризнаки сравнения. Общие принципы работы этих при-
00

знаков таковы: к исследованию данного ряда ^  и„ привлекается
П=1
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вспомогательный ряд 5 3  vn, который нам известен из предыдуще-
п=1

го опыта или сами его конструируем. Поведение вспомогательного 
ряда (т.е. сходимость или расходимость) нам известно или может 
быть легко установлено. Тогда при выполнении того или иного кри
терия сравнения делается вывод о сходимости или расходимости 
данного ряда.

П ризн ак 5.1. Если ряд 5 3  vn сходится и ип <  vn для любого
П=1

00

п, начиная с некоторого п = N,  то сходится и ряд У^и„.
п= 1

ОО

П ризнак 5.2. Если ряд 5 3  vn расходится и ип >  vn, то расхо-
П=1оо

дится и ряд 5 3  Un-
П=1

ОО

П ризнак 5.3. Если lim —  =  с, (с ф 0, с Ф оо) то ряды V '  ип
T).—4 Г Ш  D „  «  ■ ^

П=1

и 5 2  вп или оба сходятся или оба расходятся.
п=1

Эти признаки просты в применении, нужно лишь иметь неко
торый опыт для удачного подбора подходящего вспомогательного 
ряда. Довольно часто в этих целях используются ряды, получен-

00 1 -
ные из обобщенного гармонического ряда > — . (ряды сходятся' прП=1
при р  > 1, раходятся при р  ^  1) и из геометрической прогрессии
о°

5 3  (ряды сходятся при |q| <  1, расходятся при |g| >  1).
тг=1 tjfj

П рим ер 5.1. Исследовать сходимость ряда 5 3 s n̂ 2" '
7 1 = 1

cv
Решение. Вспомогательный ряд 5 3  ^  сходится, т.к.

п=1

бесконечно убывающая геометрическая прогрессия, q — - .£t
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SU1
lim lim

П -И Э О  Vn П-ЫХ) 7C
2”

2l  _ l.

uu
Вывод: ряд ^  sin — сходится по признаку 5.3.

П=1

П рим ер 5.2. Исследовать сходимость ряда ^  ^
1 + п

п = \ +  П2'

1
Решение. Вспомогательный ряд у ------гармонический, рас-' п

ходится. П=1

г»  =  lim (1 + 1$  =
пЦ-оо 1)п п^оо 1 +  Я2

Данный ряд расходится.

П рим ер 5.3. Исследовать сходимость ряда V ] n m — 70, Ош2 4- 1

Решение. Вспомогательный 

сходится.
и.

V ' 1
|МД Е *

П=1

бигармонический,
п=1

„2
lim —  = lim -

n - ю о  vn n-ioo 0 ,  O l n 2 4 - 1
=  100.

П ризнак 5.4. Если lim =  I, то ряд V"* ып: а) сходится
п-Юо 1/.~ П—3

Данный ряд сходится.
2. Признак Даламбера.

«Я1+1
■n-Юо и п

при Z <  1; б) расходится при I > 1; в) нет ответа при 1 =  1.
Справедливость утверждения не столь очевидна, как в преды

дущих признаках, поэтому приведем
Доказательство, а) Пусть I < 1. Выберрм число q таким:

f l j  I .

I < q < 1. Из того, что lim —— = I, следует, что, начиная сП-+0О ип
некоторого номера п =  N,  < д, т.к. в окрестности предела

находятся почти все члены последовательности < —- 1- 1. Запишем
I «п J
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«̂ Ŝ SSSKCTSS ггттгг /  Un~l~1 \
I, Wn J

«ечкная с номере JV:

MJV+1
Идг < 9, ^ < « 2,

Uisr+l
HjV+3

«ЛМ-2 < 9»

откуда получим такую цепочку сравнений:

Un +1 < QUN,
Un +2 < ЧиJV+1 < 92«N) 
UjV+3 <  4 U N + 2 <  9 3 u JVi

Рассмотрим два ряда: данный

Wl +  И2 +  Мз +  ... +  Uff + UN+1 + «Л/Ч-2 + (5-1)

и вспомогательный

идг +  дик  +  q2UN +  ... • (5.2)
Второй ряд построен на геометрической прогрессии со знаменате
лем |g| <  1, он сходится. От ряда (5.1) отбросим конечное число 
членов (N  — 1), что не влияет на сходимость ряда, а оставшаяся 
часть ряда ujv +  «лг+i +  uN+2 +  ... удовлетворяет условиям сходи
мости по признаку сравнения 5.1 с рядом (5.2). Значит, ряд (5.1) 
тоже сходится.

б) Пусть I > 1, тогда, начиная с некоторого номера п — N,
U n - 1 > 1, а значит, члены ряда возрастают и тогда не выполни- 

ип
ется необходимый признак сходимости ( lim ип ф 0). Значит, ряд

п —*оорасходится.
П ример 5.4. Исследовать сходимость ряда

4 , 6 , 8
9 +  27 +  8 1 + -

Решение. и„ :

Hn+llim ------
n-> оа Un

2п
3^>'U-n+1 =

2(п 4-1)
3«+i 1

lim
п -4оо

2 (п 4 -1) • Зп 
3«+1-2п

.. п  + 1  lim ——-ft—юо Зп

Ряд сходится.
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П ример 5.5. Исследовать сходимость ряда
5! 7!1 3!

2 +  2 -4  +  2 -4 -6  +  2~4^б“ 8 •¥ .

„  (2п — 1)! (2п + 1)!
Решение. »„ =  — “ »+■ =

ц „ Н = ± 1 = цт  (2п + 1) Ь 2 -»!
п —>оо иг n - + o o  2(п +  1)!(2п — 1)!

(2 п -  1)! • 2 п ■ (2п + 1) • n! 2п(2га +  1)
=  1, т  — ----Гу------ Гч— 7Z------ Г Т Г ---- =  Ш П ----J----- ■----  =  00.П-+0О п'\П +  1) - (2п — 1)! П-+СЮ Т1 + 1

Ряд расходится.
“  1

П ример 5.6. Исследовать сходимость ряда > —.п
Решение.

П=1

1* «. _ип =  ип+х =  — — ; lim ------ =  lim ------ -  =  1.
71 71 -т 1 п—юо n-ю о П +  1

Ответ не получен.
3. Признак Коши.

оо
П ризнак 5.5. Если lim = I, то ряд V ' пп: а) сходитсяП—ЮО 4-,̂

ГС—1
при I < 1; б) расходится при / >  1; в) нет ответа при 1 = 1 .

Доказательство признака аналогично доказательству призна
ка Даламбера. Область применимости признака Коши определяется 
удобством нахождения предела от у/й^.

П ример 5.7. Исследовать сходимость ряда 

Решение.

lim =  lim
ГС—Ю О  п —Ю С

-  lim
3  П - 4 0 0

Ряд сходится.

П рим ер 5.8. Исследовать 

Решение.

сходимость ряда

lim
П —Ю О

= lim \  • 2 «П-ЮО 2 е > 1.
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4. И нтегральны й признак сходим ости ряда. Исследова
ние сходимости рядов этим признаком зачастую позволяет полу
чить определенный ответ тогда, когда не срабатывают признаки 
Даламбера и Коши.

Сходимость ряда связывают со сходимостью несобственного 
интеграла по бесконечному промежутку от функции непрерывного 
аргумента х, построенной по формуле общего члена ряда ип.

Признак формулируется так:
ОО

Ряд расходится.

П ризнак 5.6, Если члены ряда положительны и не воз-
тг=1

растают (щ ^  и2 > и 3 ^  ... ^  ип ^  ...), /(х )  — не возрастающая 
положительная при х  ^  1 функция, причем / ( 1) =  щ,  / ( 2) =  и2, ...,

ОО

Г ~тогда, если интеграл / f ( x ) d x  сходится, то сходится и ряд V u „ ,
1 П=1

ОО

г  ~  •
если интеграл / /(х )  dx расходится, то расходится и ряд \ ип-

Д оказательство  (это еще одна иллюстрация применения 
очень полезной теоремы из теории пределов: «Монотонно возрас
тающая, ограниченная сверху функция имеет предел»). Построим

• ОО

два варианта изображения членов ряда У* ип, совмещенных с
п— 1

графиком функции /(х )  (рис. 1 и 2). Площадь каждого прямо
угольника численно равна соответствующему, члену ряда. Сумма 
площадей прямоугольников от 1 до п — это Sn — n-ая частичная 
сумма ряда. Площадь криволинейной трапеции при х € [1; гг] —

п + 1

это интеграл J f ( x )d x .  Из рис. 1 следует
1

П+1
S„ > J f ( x ) d x , из

рис. 2 — Sn+1 -  и\ <
П + 1

/ / ы
1

dx , т.е. Sn+'i <
п+1
J  f (x )  dx + щ.
i
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При п  -* оо интеграл
n-f 1

S  т
1

dx  превращается в несобствен

ный интеграл ро бесконечному промежутку: J  f(x)dx.
1

Пусть интеграл J  /(х ) dx  сходится, т.е. имеет конечное значе- 
1

ние. Тогда, учитывая, что
п + 1 ОО

j  / ( х )  dx < J  / ( х )  d x  

1 1
и предыдущие неравенства, получим цепочку неравенств

ОО

1
т.е. монотонно возрастающая (в силу положительности членов ря-

ОО
да ^ 2  ип) последовательность {5П} ограничена сверху. Значит, су-

шествует Гип Sn = S  по упомянутой выше теореме. Эго и есть п—юосумма ряда.

^ S n + i К. Н*) dx + u j ,
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Пусть теперь интеграл
ОО

/ я * > dx расходится, т.е.

00 п+1J f ( x ) d x  =  оо. Значит, J f ( x ) d x  неограниченно возрастает
1
п+1

f (x )  dx, то и ряд ^  ип расходится. 
1 n=i

V2'  1П ример 5.9. Исследовать сходимость ряда > —-•пР
71 = 1

Решение. Это обобщенный гармонический ряд, и„ =

/ 0 е )  =  А -  Если Р = то

пР

оо N

[  —  = Иш [  —  =  lim ( ln x |^ )  =  lim In AT = У a; yv—>oo J x  n —kx> \  / n -*oo
oo

1 1 

и ряд расходится. Если р ф 1, то

N

7 — =  lim [  — = lim ( - 1 - х 1̂  ^  lim (N 1- p- l ) .
у  I P  ЛГ-»оо У Х р  Л ? - к »  у  1  — Р  , У 1 — Р  JV -»oo  
1 1 4 '

Если р > 1, то 1 Иш (iV1 р -  1) =  — — ряд сходится; 
.  1  — р  N-*oo р  — 1

если

р < 1, то ——  lim (JV1 р -г 1) =  оо — ряд расходится.
1 — р  N->oo

оо

П ример 5.10. Исследовать сходимость ряда ^
П=1 3 +  п2

Решение. ып = 3 +  п2 , /(* ) 3 +  х:2  *

о о  N  /
/ ■ 2  , Г dx 2 ,. / X/ --------dx  =  2 Urn / ------ - =  —т= lim ( arctg —7=J 3 + X2 N-ioo J 3 + x2 \/3 ^ - > 0 0  у

_2 
л/З

/  iV  1  \  2  /7 Г  7 Г \ 27Г

t e .  r cts 3  -  arc‘e 7 3 J = V5 ( 2  -  e) = 575
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Ряд сходится.

П ример 5.11. Исследовать сходимость ряда —-
*~in  In пп=2

Решение. иг,
n ln n ,/ ( * ) ж In ж

оо  N /

[  =  lim [  f Х =  lim ( ln lnx
J  ЖШХ N-+0 0 J  ЖШХ N-¥oo I

=  lim (lnlnlV — ln ln 2) =  оо.
ЛГ-кю

Ряд расходится.

П ример 5.12. Исследовать сходимость ряда
(n2 - 3 ) ln 2n ‘

Решение. Применим комбинацию признаков: признак сравне
ния 5.3 и интегральный признак 5.6. Построим вспомогательный

ОО j

ряд > ---- 5—, исследуем его на сходимость интегральным при-
'' п In пп=2знаком:

ь  ( - Л -">=У х In Ж N—юо J х In х ЛГ-ЮО \  ш ж , j  
2 2

= ,. М _____ l a  =  j _
'JV—изо -у In 2 ln ivy  In 2 ’

Вспомогательный ряд сходится. Проведем его сравнение с данным 
рядом:

и „  .. п ■ п  In2 п
lim —  =  lim

n - ю о  vn П-+О0 (n2 -  з) In2 n 

Значит, данный ряд сходится.

=  1.

§6. Знакочередующиеся числовые ряды

Числовые ряды вида

ОО

£ ( - D n + 1 « n  =  Ux — U2 +  Щ  — «4 +  .. .,
п=1
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где все ип ^  0, называются знакочередующимися рядами. К ним 
не применимы рассмотренные ранее достаточные признаки сходи
мости в силу существенности знакопостоянства членов ряда при 
доказательстве признаков. Однако для этих рядов справедлив не
обходимый признак сходимости и его следствие, а также весьма 
простой в применении достаточный признак — теорема Лейбница.

Теорема 6.1 [Лейбница]. Если в знакочередующемся ряде
°0

Е ( - 1)п+1и 1) «1 >  м2 >  «з > ••• > 0 и 2) lim ип = О, то ряд
п -ю о

П=1 |сходится, сумма его положительна и не превосходит первого члена 
ряда: 0 <  S <  «г.

Д оказательство. Рассмотрим частичные суммы ряда, 
а) При п = 2тп (четном)

S i m  —  (w i ~  U 2 ) +  ( « 3  "  И 4 ) +  ••• +  ( « 2 т - 1  _  Щ т ) .

В силу условий теоремы Sim >  0 и возрастает при увеличении п. 
Перегруппируем члены суммы:

S im  =  Ux — ( и  i — щ )  — (Щ  — U 5) — . . .  -  U im.

Так как все вычитаемые члены положительны, то 52m < u i, значит, 
последовательность частичных сумм {52т.} монотонно возрастает 
и ограничена сверху, и, соответственно, имеет предел, не превыша
ющий щ:

lim  Sim  = 5 ,  0 <  5  <  щ .
гг—>ос

б) При п  =  2m +  1, 5гт +1 =  5гго +  игт +1- Так как lim ип =  О,
п —»оО ТО

lim 52m+i =  lim S2m +  lim u2m+i = 5.m —t 00 771— > 0 0  m —too

Сходимость доказана и для нечетных частичных сумм.
~  (_ 1 ) п + 1

Пример 6.1. Исследовать сходимость ряда ^ ---------- .
П=1

Решение. Выполнены условия теоремы Лейбница:

1 1 г 1 о-  >  — —-, lim -  =  0.
П П +  1  п -> о о  П

Значит, ряд сходится.
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§7. Знакопеременные ряды. Абсолютная 
и условная сходимость

Ряд называется знакопеременным, если среди его членов име
ются и положительные и отрицательные, не обязательно регулярно 
чередующиеся. Например, члены ряда

£
nsl

sm па sin a  sin 2а sin За
—  +  - j j -  + - 32-  +  -

при произвольном фиксированном а  будут числа со знаком, зави
сящим и от а  и от п.

К рядам такого типа все ранее доказанные достаточные при
знаки сходимости не применимы. Но вводя в рассмотрение вспомо
гательный ряд из модулей членов данного ряда, нетрудно доказать 
следующую теорему.

ОО

Теорем а 7.1. Если знакопеременный ряд ^ Р ц я таков, что
П— 1 ОО

ряд, составленный из абсолютных величин его членов ^ Р  ]и„| схо-
П=1

дится, то сходится и данный ряд.
К вспомогательному ряду применимы все ранее доказанные До

статочные признаки сходимости. Сходимость, доказанная таким об
разом, называется абсолютной сходимостью.

ОО sin па
. х

П=1
E sin г 

—̂ 2

Решение. Вспомогательный ряд ^ Р
П= 1 

ОО

sm па
п *

ку 5.1 с бигармоническим рядом ^ Р  Так как

сравним по призма 

sin па

П=1 П2 ^  ~2> 8 Т1г
оо 1

ряд ^  ~  СХ°ДИТСЯ> то сходится абсолютно и данный ряд.
п=1 **
Следует отметить, что абсолютная сходимость не является не

обходимым условием сходимости знакопеременного ряда, т.е. это . 
требование несколько завышено по сравнению с определением схо
димости. Существуют ряды, которые сходятся, но не абсолютно, нв-
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пример v ря;
ОС'

ЕП= 1
(~1)г Этот ряд сходится, что устанавливается'

теоремой Лейбница, но ряд из модулей членов У  — — расходится.
П=1

Сходимость такого рода называется условной сходимостью.
На этом мы заканчиваем рассмотрение признаков сходимости 

числовых рядов, хотя надо отметить, что существуют еще несколь
ко признаков, более сложных в применении и реже употребляемых.

Задачи для самостоятельного решения

1. Найти сумму ряда:
оо -

^  ^ 1 n2 + r a - 2 ’п=2

ОО

*>Еп=3
2. Исследовать сходимость рядов:

с© . о ,  ̂ sin n 
} ^ - 'n 2 +  l ’

ОО

» Е

^ ( Г з ) ”’
ОО

<>£
п=51оо 1

5̂  У  1
^  (п +  5) ln2(n +  1) ’

00

ч ЕП=1

п(п2 -  4)'

2”п! 
пп ’

т '
cos п 

п 2

3. Исследовать сходимость знакоположительных числовых ря
дов:

“  1

71—1
СО

00 1 
2 ) Л  п.2 - ~ 2

П=1оо
п2 - 2 п  + 3 ’

«Еn=i 1)л/п +  2 ’

ч Е
п + 1

. п2 + 5 ’П=1
7) V '  . 2П •

П=1
ООЧЕ-«&П=1

w 1

П=1
^ 2п - 1 .
"  5 +  Зп ’П=1ОО пчЕяг'П=1 ОО

10)
п=1 4 7
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00 1 
2_ ,— g „а-+ 1 .
П=1

ОО
' • * Е

п=2°о

1 3 )£ ( п  + 3)1п2п ’

ОО
14) Е

П»1

^  (п2 -f 1) 1и 11, ’ . 
e-Vn ■

4. Исследовать ряды на абсолютную и условную сходимость:
ОО / п

П=1ОО cosn

1) у '  .... Г 1>_____ ■ 2)(̂n + l)ln(n + l)’ г)
3 ф - т - И ) ;

°° к
5) S ( _ 1^ arcts ^ -

п—1
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Глава 8.

Функциональные ряды

$1. Основные определения

Функциональными рядами называются ряды, члены которых 
зависят не только от номера суммирования п, но и являются функ
циями непрерывной переменной х. Например,

ОО

5 3  (у/а?)""1 =  1 +  у/х +  Ух* + Ух* + ... +  л/ ж" +  ....
П=1

При различных допустимых значениях х  из него получаются чи
словые ряды:

ОО

п р и т ^ ,  1 + 1 + 1 + 2 71 1 . 
>7 +  +  3n +  ^  З”- 15П=1 

°°
при х  =  4, 1 + 2 + 4 +  8 +  ... +  2П +  ... =  5 3  2" -1

П=1
и т.п.

В общем виде функциональный ряд обозначается так:
(50

5 3  ип(х) =  ui(x) + и2 (х) +  «з(ж) +  ... + ип(х) +  ....
П=1

Как видно из приведенного выше примера, числовые ряды, по
лучающиеся из одного и того же функционального ряда при различ-

<50 j

ных значениях переменной х, могут быть сходящимися — 5 3  qn- i  5
71=1

или расходящимися — 5 3  2П~1.
П=1
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Совокупность значений х, при которых функциональный ряд 
порождает сходящиеся числовые ряды, называют областью сходи
мости этого ряда. В области сходимости функционального ряда сум-

IX)
ма ряда существует и является функцией от х\ ^Г^ип(х) -  S(x).

н“ L
В нашем примере при х  € (0; 1) члены ряда образуют беско
нечно убывающую геометрическую прогрессию со знаменателем 
q -  у / х .  Значит, в интервале (0; 1) данный ряд определяет функцию
S(x) =

1
1 -  у/х

, являющуюся суммой ряда

1 + у/х +  V t * + ... +  у/х* + ... =  -— 0 < х < 1.
1 -  у/х

Для доказательства некоторых важных свойств сходящихся 
функциональных рядов вводится более строгое понятие сходимос
ти — равномерная сходимость функционального ряда на некотором 
промежутке. С этой целью вводятся определения:

— n-ая частичная сумма: Sn(x) =  и \ (х) + и2(х) + ... -I- ип(х)\
—  остаток ряда: rn(x) =  it„+i(x) + u n+2(a:) + ....
Очевидно, что для всех значений х из области сходимости ряда

S(x) = S„(x) +  rn(x), lim S„(x). = S(x),  lim rn(x) =  0.
П—Юo n—>эо

oo .
Функциональный ряд un(x) называется равномерно сходя-

П—1
щимся на отрезке [а; 6], если для любого как угодно малого е > 0 
найдется такой номер N,  что при всех n ^  N  будет выполнено не
равенство |5(а:) -  5n(x)| < е для любого х  € [а; 6].

Признаком равномерной сходимости является так называемый 
признак Вейерштрасса:

ОО

П ризнак 1.1. Если функциональный ряд У ^и„(х) при
71—1

а ^  х  ^  b мажорируется некоторым сходящимся числовым рядом
ОО

с положительными членами (т.е. |ип(я)| ^  а„), то ряд
П=1равномерно сходится.

П рим ер 1.1. Исследовать на равномерную сходимость ряд

Е
s i n  п а ; sin2x sin За: sinnx

= s m i + _ + _ _ + .  + _ _ + . . . ,

. 109



Решение. Этот ряд для любого х  € (—о о ;  о о )  мажорирует-
оо 1

ся сходящимся бигармоническим рядом У '  Действительно:
' п 1 п=1

sinnx
гг £

1
пА

Значит, данный ряд сходится равномерно на всей
числовой оси.

§2. Свойства равномерно сходящихся 
функциональных рядов

Приводимые ниже свойства практически полезны тем, что опи
раясь на факт сходимости некоторых известных модельных рядов 
или рядов, изученных ранее, позволяют делать вывод о сходимости 
новых рядов, привязанных каким-либо образом к известным.

Свойство 2.1. Сумма равномерно сходящегося ряда из непре
рывных функций непрерывна.

Свойство 2.2. Ряд, сходящийся равномерно на отрезке [а; Ь], 
можно почленно интегрировать на промежутке, принадлежащем об
ласти сходимости, причем получающийся ряд сходится равномерно

X
на том же отрезке к J  S(x)dx, т.е.

хо

/
U2 (x) dx -f ... +

Х о Xq Хо
dx.

Хо
Свойство 2.3. Ряд из непрерывных функций, сходящийся рав

номерно на отрезке [а; 6], можно почленно дифференцировать, если 
при этом получается ряд сходящийся равномерно на том же отрез
ке. Сумма полученного ряда равна производной от суммы данного, 
т.е.

О О

У2 ип{х) = 5(г), и[(х) +.и'2 (х) + 1x3(1 ) +  ... +  < (  х) + ... = S'(x).
П = 1

§3. Степенные ряды. Интервал сходимости

Степенным рядом называется ряд, составленный из степенных 
функций, расположенных по возрастанию целых неотрицательных
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показателей:
<Х)

do +  ахх  + а2х2 + ... +  апхп + ... =  а„хп.
п=0

Числа а0, a i, ..., ап, ... называются коэффициентами ряда.
Можно доказать, что для любого степенного ряда указанного 

вида существует конечное или бесконечное неотрицательное чис
ло R  ■— радиус сходимости ряда — такое, что если R > 0, то при 
|ат| < R  ряд сходится, а при |х| > R  — расходится. При |х| =  Л, т.е. 
при х  =  Л и  при х  =  —Я, может иметь место как сходимость, так 
и расходимость степенного ряда. Интервал (-Л ;Я ) называется ин
тервалом сходимости степенного ряда. Если Л =  +оо, то интервал 
сходимости представляет собой всю числовую прямую. В случае,

ОО

если Л =  0, то степенной ряд ^  а„х” сходится лишь в точке х =  0.
' п=1

Наряду с упомянутым видом степенного ряда рассматриваются 
и ряды «по степеням бинома (х — а)*:

ОО

ао +  Oj(x -  а) +  а2(х -  а) 2 + ... +  ап(х -  а)п + ... = ^  ап(х -  а)п,
п=о

где а — некоторое постоянное число. Эти ряды легко приводятся к 
предыдущему виду, если положить x - a  = t. Тогда все рассуждения 
о радиусе и интервале сходимости сохраняются, лишь с той поправ
кой, что интервал сходимости будет симметричен не относительно 
нуля, а относительно точки х =  а, т.е. (a — R, а R).

В простейших случаях радиус сходимости степенного ряда
ОО

апх п может быть определен с помощью признаков Даламбера и
« = 1
Коши. Для применимости признаков введем вспомогательный ряд

ОО

из модулей членов данного ряда: У ^|о„ | • |х|". Как известно, при
п=0

сходимости этого ряда будет сходится и данный ряд (абсолютная 
сходимость).

По признаку Даламбера для сходимости построенного ряда до
статочно выполнения неравенства

НшП—*ОС
K -n l  •M n+1

|an| • |x |n < 1 или lx) lim
71—>00

ttn-H
&n

< 1.

I l l



а п + 1Предположим, что указанный предел существует: lim
п —юо

Тогда, решая неравенство |х| • / < 1, получим |*| < у. Это нера
венство определяет множество значений аргумента х, при которых
данный ряд сходится абсолютно. Если же |*| > у ,  то l\x\ > 1 и ряд 
расходится.

Таким образом, число R  =  у  И есть радиус сходимости данного
0>пстепенного ряда, т.е. R  =  limп—>оо ®п+1

Аналогичная цепочка рассуждений приводит к формуле ради
уса сходимости по признаку Коши:

lim \ / |а п| • |x |n < 1 =*• |я| lim v/|on| < 1, lim л /|ап| =  l,
П —>0O  n —> 0 0  n ~ > 0 0

i - |x | < I =» |x| < i ,  |x| < R, Я = т =  1
Jim  У И '

v - ' (2x)nП ример 3.1. Найти радиус сходимости ряда у  -— .«
Решение.

П=1

R  — limп—юс
ап

О.п+1
=  lim 2" • (n +  1) 1 .

n -to o  п ■ 2 п+1

E X' — г?
Решение.

п=1

п

п! ’

R = lim
n —fO O

(п +  1)!
п\

lim (п +  1) =  оо.
п —>оо

п= 1
П ример 3.3. Найти радиус сходимости ряда ^ Г п ( п  +  1)тг 

Решение.
о _  .. п{п + 1)
П ~  п к̂эо (п +  1)(п +  2)

П ример 3.4. Найти интервал сходимости ряда
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Решение.

R  =

й ь Й & Г  *

~  (x -  1)"
П ример 3.5. Найти интервал сходимости ряда .

Решение.
П~]

„ (n +  l)7n+1 wR  = lxm ------------- =  7,
П—КХ) 71 • 7n - 7 < x - l < 7 ,  - 6  < * < 8.

П ример 3.6. Найти интервал сходимости ряда 
^  (х +  3)" • 2 п

П=1 2 п +  1 
Решение.

R  =  lim 2"(2п +  3) 1
(2?г +  1) • 2 п+1 ~  2 ’

1 „ 1 7 5
~ 2 < 1  + 3 < 2 ’ - 2 < 1 < _ 2 -

<2*)*П ример 3.7. Найти область сходимости ряда V 4 -—1
“ f иП~1

_  £ > ± 1) .  I  -  1Решение. R  ~ lim „ „
п~+оо п  • 2n+1 

оо
При аг =  -  получим

1 1
ряд ^ 2  ~  — Рад расходится (гармонический). При х =  —

П=1
(~1)п

п ряд сходится по признаку Лейбница. Значит, областьЕ  . .
П=1

1 1сходимости состоит из интервала и нижнеи границы: —-  ^  х <
в ы

“  (х ,-  1)”
П ример 3.8. Найти область сходимости ряда Y J ~~-Г~7п '

Решение. Л =  t o  .  7. При .  =  Z  £  t S l
n-юо П2 • 7" . ' n2n= l

00 1
ряд сходится абсолютно. При х = 6, г-* — бигармонический

п=1
ряд, сходится. Значит, область сходимости - 6  < х ^  8.
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§4. Дифференцирование и интегрирование 
сходящихся степенных рядов

Чтобы распространить свойства равномерно сходяШихся функ
циональных рядов на степенные ряды, докажем следующую теоре
му:

С О

Т еорем а 4.1. Степенной ряд ^  о„а:п сходится равномерно на
П=1

любом отрезке [-р\ р], целиком лежащем внутри интервала сходи
мости.

Доказательство. Ряд ао +  «па: +  а2ж2 +  ... +  апх п + ... мажо
рируется сходящимся числовым рядом |ао| +  |ai||/>| +  |a2||p|2 -I-.... 
Так как р 6 (-Д ; Я), значит, данный ряд сходится равномерно по 
признаку Вейерштрасса.

Как следствие этой теоремы получаем все упомянутые свойст
ва:

С войство 4.1. На всяком отрезке, целиком лежащем внутри 
интервала сходимости, сумма степенного ряда есть непрерывная 
функция.

Свойство 4.2. Если пределы интегрирования о, /3 лежат внут
ри интервала сходимости степенного ряда, то интеграл от суммы 
ряда равен сумме интегралов от членов ряда

0 0 0 0 
S(x)dx = J ао dx + j  a,\xdx +

a a a a

Свойство 4.3. Если степенной ряд ао + а\х  +  а2х2 +  ... =  S(x) 
имеет интервал сходимости (R;R),  то ряд, полученный почленным 
дифференцированием данного ряда: а* +  2a2x +  За3а;2 +  ... =  <р(х), 
имеет тот же интервал сходимости (—Д; R), при этом <р(х) =  S'(x), 
если |х| < R.

Последнее свойство позволяет проводить дифференцирование 
сходящегося степенного ряда сколько угодно раз и установить связь 
между коэффициентами ряда и числовыми значениями суммы ряда 
и ее производных в центре сходимости.

Для этого продифференцируем ряд п раз:

S(x) = ао + a it  +  a2T2 +  а3х 3 +  ... +  апх п +  ...,

S'(x) = ai +  2а3х + За3х2 +Аа±х3 +  ... +  папхп~1 +  ...,

/
a2x2 dx +
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S"(x)  =  2a2 +  3 • 2azx 4- 4 • 3a4i 2 4- ... 4- n(n -  l)a„xn_2 + ..., 

S"'(x) = 3!аз 4- 4 • 3 • 2a4x 4- ... 4- n(n -  l)(n  -  2)on*n'“3 4- — ,

S (n)(x) =  n!a„ 4- (n 4-1 )n(n -  1)...2 ■ an+ix  4-....

Полагая в этих равенствах х  =  0, получаем формулы для определе
ния коэффициентов ряда через сумму:

а0 =  5 (0 ), a i =  5 '(0 ) ,  а2 =
5 " (0 )

2! ’ ° 3 “
5 '" (0 )  

3! ’ 5
5<п>(0)

§5. Ряды Тейлора и Маклорена

В разделе «Дифференциальное исчисление» была получена фор
мула Тейлора, дающая представление некоторой функции f ( x )  мно
гочленом из степенных функций в окрестности некоторой точки 
х =  а:

/(х) = /(a )4 -^ Y p (x -Q )4 -^ ^ (x -a )24-...4-- - у—(х -а )п4-Дга(ж), 

где Д„(х) — остаточный член.
Если при безграничном увеличении числа членов разложения 

lim R n(x) =  0, то из многочлена получаем ряд Тейлора:
П —4 0 0

f{x)  = f (a)  4- Ш ( х  -  о) 4- ^ ( х  -  а)2 + ... 4- ® ^ ( х  - а)п + ....1! 2!

Следует еще раз подчеркнуть, что это представление функции 
f{x)  рядом справедливо только тогда, когда ряд сходится, т.е. при 
выполнении условия Нш й„(х) =  0. Область сходимости может

П —4 0 0

быть определена так, как мы это делали в §3. Если lim /?п(х) ф О,П-*0©
то построенный ряд не представляет данную функцию /(х ), хотя 
может сходиться к другой.

Если в формуле разложения а = 0, то получим частный слу
чай — ряд Маклорена:

f ‘
f i x )  = f i 0) 4- / '(0 )x  + Q ^ - x 2 + 1

2! 3!
« V + n! 4-.
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Как видим, коэффициенты ряда соответствуют полученным ранее 
формулам, связывающим коэффициенты сходящегося ряда с произ
водными его суммы.

В качестве примера рассмотрим разложение в ряд Маклорена 
функции /(х ) =  sinx. По формуле Маклорена

_2n—1
sinx =  х -  — +  — + ... +  ( - 1)г (2п -  1)! + В-2п{х),

Rs”w  = ( S T T ) isi° ( 5 + <'‘ +1)2);
При любом фиксированном х: lim R 2nix ) =  0> радиус сходимости

п-ю о
п ,. (2п +1)!R  = hm 7- ----- — = оо. Значит,

п-юо [2 п — 1)!

sin х =  х - + ... +  ( - l )n+1
X2"-1

(2n -  1)! + •••, -ОО < X < + 00.

Аналогично строятся еще некоторые так называемые табличные 
разложения:

х2 х4 х6
cos х =  1 _ 2 [" ," 4 [ ' ' б Г  +  " - ’ “ 0О <  х  <  + °°;

eX = 1 +  ;C + l ! + l ! + - , -о о  < X < +00

х ^
shx = х +  -у +  -gj- + ..., — оо < х < +оо;

chx =  l +  —  + —  + -о о  < X < + 00.

§6. Биномиальный ряд. Применение свойств 
сходящихся степенных рядов для 
построения разложений

Построим разложение в ряд Маклорена функции

/ ( х )  =  ( 1 +  х Г ,
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где m — произвольное постоянное число. Определяем коэффициен
ты разложения:

/(0 ) =  1, / '(0) =  т ( 1  +  х )"* -1 \яш0 =  т ,

/" (0 ) =  т(т -  1)(1 +  х)т - 2|а.=0 =  т(т  -  1), ...,

/ (п)(0) =  т(т  -  1 ) ( т  -  2). . .(тп-п + 1)(1 + ®)т _ ', |ш=,0 =
= т(ш  -  1)...(т — п + 1).

Тогда разложение имеет вид

, т(т — 1) ,  тп(т — 1 )(т — 2 ) ,
(1 +  х)го =  1 +  т х  +  — — - х 2 + — ------^ -------- V  + ...+

, m ( m - l ) . . . ( m - n  +  l ) jn  ( ;п!
Оценку остаточного члена проводить не будем, а непосредст

венно определим ответ на вопрос: «Где справедливо это равенство?!, 
т.е. найдем интервал сходимости:

SII а п = lim
П—>00 ^п+1 71—► 00

т(т  — 1 ) ...(т  — п + 1)(п + 1)! 
п\т{т -  1) ...(т  — п +  1) ( т  — п )

=  lim
п —» о о

П + 1
т — п = 1. -

Значит, интервал сходимости любого биномиального ряда (—1;1). 
Область сходимости будем определять для конкретных функций 
при определенном значении т.

Надо отметить, что для целых и положительных т  ряд обры
вается на члене степени т  (все последующие коэффициенты нули), 
и такое разложение называется формулой бинома Ньютона. Напри
мер,

(1 -|- х)5 = 1 + 5х + ~ х 2 + 5 1 4 • 3 я

3! + 5 4 - 3 2
4! х4 +

5
н—

4 - 3 - 2  
5! ‘

В общем виде

1 +  5х +  10х2 +  10х3 +  5х4 +  х 5.

(а + Ь)п = ап + пап 1Ь + п(п -  I ) '
2Ь2 +  ... + паЪп - 1 +  6".
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Выпишем некоторые частные случаи биномиальных рядов и со
ответствующие области сходимости:

т  — —1;
1

\ + х
— 1 — х + х 2 — х3 +  х 4 -  ..., |х| < 1;

ш - 2 ; \ Л +  * 1 +  2 Х 2 - 4^2 + 2 - 4 - 6 "  2 - 4 - 6 - 8
1-3  з --------х 3

1 - 3 - 5  4 ,
---------- х ч +  ...,

М < 1;
1 1 1 1- 3 ,  1 - 3 - 5  з 1 - 3 - 5 - 7

г®3 +  ■
т  2 ’ V T T i  1 2Х + 2 - 4 *  2 - 4 • 6 ~ ' 2 - 4 - G- 8

Ы < 1.

х  -  - ,

Используя эти и аналогичные разложения, легко через неслож-
о о Ун ые замены переменной, например, х  =  - у ,  х  — у*, х  — - у ,  х  — -  

и т.д., построить новые разложения и определить соответствующие 
области сходимости:

—у - ~  1 ~ +  ^ У 2 ~  ^зУ3 +  — > HI < 1 ^ Ы < 2,
1 + 2

1

V 1 -  V

_ ,  1 - 3 4 1 - 3 - 5  е
= 1 + 2 у + 2 ^ 4 У + - > ■у2\ < 1 ^  М < 1,

= 1 -  у 2 + у*  -  у 6 + у8 -  ..., \у\ <  1.
1 + у 2

Теперь воспользуемся возможностью почленного интегрирова
ния сходящихся степнных рядов:

X

I dy

V 1 ~ У:
=  arcsm х =

} ( ,  1 а 1 -3  4 1 - 3 - 5  6 \  ,
= /  V1 +  2» * 2 ^ ” + 2^ Г б !'  + j d» =

=  1 +  П 1 + 2 - 4 - 5
‘ - 1 -3 -х- + |х| < 1;

X х
[  = 1п(1 + х) -  [ { 1  -  у + у '2 -  у 3 + ...) dy =

J  1 +  У J
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1*1 < i;
1 2 , 1 3 X4 , *5 .=  X — - х  + Xх  - — + — +2 3 4 5

х х

/  Г + у 2 ~  arctga; =  У  (1 -  у2 +  У* -  У® + л/н -  ...) <1у =
о о

X3 X5 X7 .
- х  у  +  у - у  +  - -  1*1 <  1-

Аналогично можно получить сходящиеся разложения и для не
которых других функций. Преимущества такого метода разложе
ния (замена переменной и интегрирование) перед непосредствен
ным применением формулы Тейлора очевидны.

§7. Вычисление определенных интегралов 
с помощью рядов

Как известно, определенные интегралы можно вычислить точ
но с помощью формулы Ньютона-Лейбница и приближенно по раз
личным схемам, например, по формуле Симпсона. Первый способ 
хорош, но требует нахождения первообразной, а это иногда трудно, 
а иногда и невозможно. Второй способ неудобен тем, что требуется 
многократно вычислять значения подынтегральной функции, что 
иногда тоже весьма трудно.

Представление функции сходящимся степенным рядом позво- + 
ляет предложить способ приближенного вычисления через наиболее 
простые — степенные — функции. Следует только помнить главное 
условие: работать с рядом (интегрировать) можно только в области 
сходимости.

Рассмотрим несколько примеров.

х* dx (функция е- *2 не имеет 
о

элементарной первообразной).
Решение. Есть известное разложение:

х 3 х 3
ех = 1 + х + — + — + ..., -оо < х  < + 00.

Сделаем необходимую замену переменной, тогда 

_ 2 , х 4 х в
е х = 1 -  х2 + — -  + ..., -оо < х < +оо.

П ример 7.1. Вычислить / е/'
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Интегрируя равенство, получим

J  е~х* dx = j  ( 1 - - 2  +  | " | г  +  • " )  dx =

__ _ X*3 , х
~  ж ”  Т  +  2Г5 ~ 3Г 7

X7 Г а3 а5+ ... — а — — 4-
3 2!-5 3! • 7 + . . . .

Заменив а на число, можем вычислить данный интеграл с любой 
точностью (см. замечание 7.2 к следующему примеру).

'  1/2

П ример 7.2. Вычислить интеграл J  x ln (l +  x 3)dx.
о

Решение. Есть табличное разложение 

1 л*3 Я.4 л»5
,  v л  п  А/ At At1п(1 4- х) =  х -  - х  + т - т  +  у - 

Заменив х  на х3,получим

~6 _9 _12
1п(14-х3) =  х3 - у  +  у - - г  +  

Умножим обе части равенства на х:

х 1п(1 4- х3) =  х4 — — 4- х10 х13
4

1*1 <  1.

1*1 < !■

1*1 < 1.

Интегрируем:

1/2

| z 4 1  +  *3> < b = y  ( * * У +  ^ ™  + ^ - . . . ) d x  =

х°
У

X8 X11
16 + 33

.14
56 4* ...

1/2

О

_  1 _i___i_ j_  1 ( A 9 - i .  —  а \ 3
"  5 32 16 ' 3 2 ' 8  +  33 ‘ 32 V8 /  56 ’ 32 + " '

Зам ечание 7.1. Строя новые разложения, нужно обязательно 
находить область сходимости.
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Зам ечание 7.2. Точность вычислении определена величиной 
отбрасываемого «хвоста» полученного числового рила. Учитывая 
сходимость ряда, можно быть уверенным, что ото погрешность 
стремится к нулю при увеличении числа учтенных членов ряде. 
Если же нужна оценка погрешности, то иногди это легко сделать 
с помощью теоремы Лейбница о знакочередующихся рядах, иногда 
применяя вспомогательные — мажорирующие — ряды.

В нашем примере отбрасываемый «хвост» является знакочере
дующимся сходящимся рядом. Значит, погрешность меньше перво
го отброшенного члена. Например, учитывая в результате первые

1/2

xln(l-t-x3)dx «  0,006021, погрешность 
о

меньше 0, 000001, т.к.

три члена ряда, получим
/

1
56 ■ 32 • 512

1
917504

0,000001

есть величина первого отброшенного члена.

§8. Интегрирование дифференциальных 
уравнений с помощью рядов

В случае, когда не удается решить дифференциальное уравне
ние точно, в квадратурах, прибегают к приближенным методам ре
шения, одним из которых является представление решения рядом 
Тейлора.

Пусть требуется решить задачу Коши:

у" = F(x,y ,y ' ) ,  у\х=хв =  з/о, У'\х=ха = Уо- 

Допустим, что существует решение, представимое п виде ряда:

У = f{x)  =  J{xо) + f ' ( x о)(я -  х0) + /"(* о )“ ~2у—  + •

Необходимо найти коэффициенты /(хо), f ' ( x о)......  удовлетворяю
щие условиям задачи.

Очевидно, из этих условий следует, что /(х 0) -  уо, / '( х 0) = у'0, 
f " ( x 0) = у"\х=хо =  F(x0 ,yo,Vo)- Дифференцируя обо части данного 
уравнения по х  и подставляя затем х  = хо, имеем

у'" = П  + Р ’ - у' + F'y, • у", Г Ы  = у'"\х=хи
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и т.д. Остается лишь определить область сходимости полученного 
ряда.

При решении линейных дифференциальных уравнений удобнее 
находить коэффициенты разложения решения методом неопреде
ленных коэффициентов.

П ример 8.1. Найти решение задачи Коши

Из начальных условий имеем <ю =  1, ai =  0. Подставляем разло
жение в обе части уравнения и приравниваем коэффициенты при 
одинаковых степенях х:

2а 2 +  3 • 2азХ +  4 • Зсцх2 +  5 • 4а$х3 +  6 • 5адх4 +  7 • 6а2х5 +  8 • 7а&х6 +

+ 9  • 8agx7 4- 10 • 9аюх® +  11 • 10ацх** +  12 ■ l l a i 2x 18 +  ■■■ —

2а2 =  0; 6а3 =  0; 4 • Злц =  —1; 5 • 4as =  0;

6 • 5вб =  — 0,2 ', 7  • 607 =  —аз; 8 • 7as =  —04; 9 • 8ag =  —05; 

10 ■ 9аю =  — ae; 11 • 10ац  =  —07; 12 • l l a j 2 =  —as;

у" = - у х 2, у \х = 0  = 1, y'\x- 0  = 0.,

Решение. Полагаем решением ряд

у '=  ао + a ix  +  a2x2 +  а3 х 3 +  ... 4- апх п +  ....

=  — х 2 —  а 2х 4 — а3 х 5 —  а^х8 — а 5х 7 — а6х 8 —  атх9 — a s x 10 — ag x11
12 1 ̂  -а \ох  -  й ц х ... ,

тогда

Откуда

а 2 = 0 ; аз =  0 ; а.4 —  —

1 ад =  0; аю — 0; а ц  — 0;
“ 8 3 - 4 - 7 - 8 ’

1
а 12 =  —

34-  78-  11 • 12'

Таким образом,

1 - 2 - 5 - 6 - 9 -10 ---------—---------х12 +  ...+
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s ( i )4k 1 '2  • 5 ■ 6...(4fe — 3)(4к -  2) лк ^ 
(4fc)! "  '

Исследуем сходимость по признаку Даламбера, найдем радиус схо
димости:

R  =  lim
п —»оо

Од

=  lirnп—юо'
1 • 2  ,{4к -  2)(4fc +  4)(4& +  3)(4Jfc +  2) (4* +  l)(4Jfc)I 

(4*)! • 1 ■ 2...(4fc r- 2)(4Jfc +  l)(4Jfe +  2)
oo.

Ряд сходится при всех значениях х. Значит, решение верно.

§9. Тригонометрические ряды Фурье. 
Гармонический анализ

Для описания периодических процессов, часто встречаю
щихся в технике, например, колебания, вибрация, возвратно
поступательное движение деталей механизмов, удобны функции, 
обладающие свойством периодичности. Это хорошо известные 
тригонометрические функции — sin ж, cost, tgx, ctgx. Хорошо 
известны и простейшие модификации этих функций с помощью 
постоянных: амплитуды А , частоты ы, начальной фазы а. Напри
мер, Asin(wx + а) или, что равносильно, a cos cjx +  bsin их. Эта,

2л
так называемая, простая гармоника имеет период -— .

ч CJ
Для целых значений частоты ш =  п и различных а  получаем 

набор простых гармоник:

Qi cos х  +  bi sin т, 
аг cos 2x + 62 sin 2x,
03 cos Зх + Ьз sin 3x,

an cos nx +  bn sin nx,

при n  =  0 имеем oq.
Сложные периодические процессы, как правило, не могут быть 

описаны одной или несколькими простыми гармониками. Отсюда 
и возникает задача — разложить периодическую функцию /(х ) в 
ряд простых гармоник. Это и есть суть термина «(гармонический 
анализ».
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Итак, пусть периодическая с периодом 27т функция f ( x )  такова, 
что она представляется тригонометрическим рядом, сходящимся к 
данной функции на отрезке [—тг; тг], т.е. является суммой этого ряда:

00 . , '
f (x)  ~  +  У ^(ап cos пх  +  Ъп sin пт).

*  п=1

Достаточным условием представимости функции f i x )  рядом 
Фурье сформулированы в следующей теореме.

Т еорем а 9Д [условие Дирихле]. Если периодическая функция 
f i x )  с периодом 2тг — кусочно монотонна и ограничена на отрез
ке [—ж] ж], то ряд Фурье, построенный для этой функции, сходит
ся во всех точках. Сумма полученного ряда S{x) равна значению 
функции f {x )  в точках непрерывности функции. В точках разры
ва функции f i x )  сумма ряда равняется среднему арифметическому 
пределов функции f i x )  справа и слева.

Как следует из теоремы 9.1, класс функций, представимых ря
дом Фурье, достаточно широк.

Остается разработать механизм построения коэффициентов ря
да. Предварительно вычислим несколько несложных определенных 
интегралов (ш, п  — целые положительные числа).

sin пх

■ 1Г

■ /

7i =  J  cos nxdx  = * n
ITT— 7Г xl =k * — 7Г

1 f

cos na
I2 =  /  sin nxdx  =  < n

l  l

cos m x  cos nx dx — ^
2 j

II

1 (cos (m
7t

= 0, (п ф 0)

: 0, (п Ф 0)

_  Г о, ( т  ф
\  7Г. ( т  =  п)

фп)

I i  =  I  sin rrii sin nx dx — ~ J  (cos(m -  n)x  -  cos(m +  п)ж) dx =
—  7Г —  7Г

f 0, (m ф п) 
( ж. (m = n)
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/ 5
7Г

J  sin тх cos nxdx 1
2

ГС

y \ s i n ( m  -  п)х I- sin  (ж  f  n).r) dx *  0 .

Если искомый ряд сходится равномерно, то  доп усти м а ого по
членное интегрирование в пределах от -7г  до  гг, что с  уч етом  вы
численных интегралов 1\ и / 2 дает

J  f(x) dx =  у  j dx + ai
ж Жj  cosxdx + bi J  sinxdx ) +

+  I 0-2

■n

/'cos 2xdx + b2 J  sin 2x dx J +  ... =  7TOo.

Умножая равенство f(x) —
cos nx и интегрируя почленно ст 
h , h ,  получим

O O

^  cos nx +  bn sin nx) на
П—\

Т-7Г до 7Г с учетом интегралов / ь

7Г
J  f  (x) cos nxdx =

-7 Г

cosnxdx-f

+ ai
7ГJ  cos x cos nx dx +  bi j  sin x cos nx dx +

7Г

/
+ \ a,2 f  cos 2x cos nx dx + 62 J  sin 2x cos nxdx | +  ... =  iran,

t . k . только один из интегралов правой части вида
7Г

J  cos m i  cos nxdx не равен пулю при т  = п.
—’7Г

Аналогично, умножая это равенство на sinnx и интегрируя на 
отрезке [—гг; тг] и учитывая значения интегралов / j ,  I4 , /в, получим

sin nxdx = тг5„.
— Я
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Таким образом, получим три формулы для коэффициентов ряда 
Фурье:

7Г

ао j  f ( x ) dx'
— 7Г 

JT
ап — — I /(х )  cos nx dx, (n =  1,2,3,...)7Г J

— 1Г 
V

bn ~  — I f (x)sinnxdx.  (n = 1,2,3,...)
7Г J

—v
П ример 9.1. Разложить в ряд Фурье функцию f ( x )  =  х, 

х  G [—7г; я] с периодом 2тг.
Решение. Функция кусочна монотонна и ограничена.

7Г 1Г

ао ~  — I /(х )  dx =  — / xdx  — —
К  J  7Г J  7Г

—-7Г — 7Г

'  7Г 7Г

ап = — I /(х )  cos nx dx =  — /  xcosnxdx  =  
7Г У 7Г У

— 7Г

7Г

'  _ 1  Г
-ш п J

= 0;

sinnx sin nx dx 0;

Я* 7Г

bn = z - J  f  (x) sin nx dx = ~ J  x sin nxdx  =

-x -
cos nx

7Г

*  + i /—it n J
cos nx с/х

1 ^  7Г COS П 7 Г  __ _ J _ ^ n + l 2 ,

7Г П  n

f (x )  =± 2 sinx —sin2x , sin3x sin4x t , / l 4fc+is n̂ j,
4---------------- -t-----r ... + v— ■ • ■‘r  ••2 3 4 ........  4 *

П ример 9.2. Разложить в ряд Фурье функцию

f t  \  _ f  - х ,  -7Г  $  х  <  0 ,
}(х) ~ \  х, 0 ^ х < т г .
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Решение.

1 } i  0 ”
ао — ~ J  f(x)dx =z -  -  J  xdx  + j xdx я;

Q>n —
7Г

и 7Г
— J  x cos nx dx + J  x cos nx dx

L - t  о

1
7Г

x sin nx
n u , 1 f .

-n  n J
sin nx dx +

xsmna:
n

1 f  ,— ■ / sini
0 n  J.

nx dx

7ГП

1 COS П7Г COS П7Г 1-----1----------- 1--------- -------n n n . n
0, n четное, 

4

=  --- (cos 7ГП — 1) =
7Ш

bn - 0;
7Г77,'

2: n  нечетное;

/(* )
7Г 4
2 7Г

cos 3a: cos 5a: cos(2k l )x
c0“ > + —p -  +  - g r ~  +  -  +  ,?■ + ~

Зам ечание 9.1. [об интегралах от четных, нечетных и пери
одических функций] Для упрощения вычислений интегралов при 
нахождении коэффициентов ряда Фурье напомним некоторые свой
ства интегралов от четных, нечетных и периодических функций:

1) интеграл по симметричному промежутку

’ с

/  f ( x ) d x = <  ■ /  f{x) dx, если f (x )  — четная,

0, если f ( x )  -  нечетная;

2) если функция f (x )  периодическая с периодом 2я, то

7Г Л + З »

/  / ( * )< &  =  J  fix) da,

каково бы ни было число Л.
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С учетом четности или нечетности разлагаемой функции /(ж) 
формулы коэффициентов Фурье принимают вид: 

а) в случае четности /(ж):

I cos пх dx,

а° ~  п /  f ( x ) dx>
О

, 7Г

°"  =  ~ /  /(*)<
О

7Г

Ьп =  -  J f ( x ) s in n x d x  =  0.
-'7Г

б) в случае нечетности /(ж):
Я

о0 =  — J  /(ж) dx — О,
—  7Г 

Я

«п = — /  f ( x ) cosnx dx  — 0, 
л- J

— Я  
Я

Ьп =  -  /  /(ж) six
7Г У

Ьп =  — J  f (x )s innxdx .  
о

Значит, четные функции содержат в разложении в ряд Фурье 
только косинусы, а нечетные — только синусы.

Зам ечание 9.2. [о разложении функций с периодом 21] При
ведем еще обобщенный вид формул Фурье и ряда Фурье в случае 
периодичности функции /(ж) с периодом 21, вообще говоря, отлич
ным от 2тг:

1 (
ao = j j  /(ж) dx, ап =  у j  /(ж) cos dx,

- i  - I

bn = j j  f { x ) a i n ^ ~ d x .
-i

, ,  , «о '  ( nit , . mr \
/(ж) =  у  +  2 Д а” cos ~ f x  +  b„ sin — ж J .

n=l
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Зам ечание 9.3. [о разложении непериодических функций] Ко
ли функция / (х ) кусочно монотонна и ограничена на отрезке [a, ft), 
то ее можно представить рядом Фурье, сходящимся к »той функции 
на отрезке [a, ft]. Для этого данную функцию достроим (продолжим) 
до периодической с периодом 21, включающим отрезок [«, ft] и спила 
дающей с данной функцией на [а, 6] (рис. 1). Тогда ДЛИ этой функции

существует разложение в ряд Фурье,, сходящийся к f (x )  в точках 
отрезка [а, Ь].

В частности, рассмотрим случаи четного или нечетного про
должения данной функции и построение разложения по косинусам 
или по синусам соответственно.

П ример 9.3. Разложить по косинусам /(х )  =  х2, х  € [0; 1].

Решение. Продолженная на всю числовую ось функция /i(x ) 
определена как Л(х) = х 2, х  € [-1; 1], далее с периодом 2 (( s  ]) 
(рис. 2). Находим коэффициенты ряда Фурье и строим разложение:

-21 0 а Ь 21

Рис. 1

Рис. 2

°о — у J  /(х )  dx — 2 f х 2 dx =

х а  cos 7гпх dx J=
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2

■ COS П7Г

( - l ) n
4----- г— cos пттх +

- г —- , если п  четное,
П2 7Г2 

2
-  , если п нечетное:

П27Г2
=  0;

1 1
COS 7ГХ Н—г cos 2тгх — -  cos Зтгх +  . +  4 9

\  1 2 ^  (-1 )"
)  3  7Г2 "  П2п=1

COS 717ГХ.

П ример 9.4. Разложить эту же функцию /(х ) =  х2 по сину
сам.

Решение. Продолжим /(х )  нечетным образом на промежуток 
[— 1; 0) и периодически на всю числовую ось (рис. 3). Тогда

а о =  0; ап — 0;
1 1

Ьп =  j  J f (x )  sin -- j - d x  =  2 J х 2 sin nnx dx =

1 2
COS П7Г — —5—;r (COS П7Г — 1) =  4

п 6тхл7TO

/ l  (*)

1
— ■— , если n четное,

П 7 Г

1 4
----- 1— =—г, если га нечетное;
П7Г 71°

sin 7tx — —— sin 27tx +  .. 
27Г

Зам ечание 9.4. [комплексная форма ряда Фурье] Используя 
известные связи. .между показательными и тригонометрическим 
функциями — формулу Эйлера

ety = cos у +  г sin у
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и следствия

cos у
eiy + e~iy sin у = - t -

- r  iv

которые при у — nx  имеют вид
g in x  g —inx

cosnx  = -------------- sin nx  =  —t-
e in a  „  t , • <n*

ряд Фурье можно представить в виде
„  ° °  „ i n *  I ana: pinx   „  — in *

f (x )  =  — + 2 ^ « n — “ 2------- •-«*»------~~2----------
n=l
OO_ ДО Дп ibn £nx Q>n —inx

-  T  + 2 ^  5 e +  ~ e
n = l

2

Для получившихся комплексных коэффициентов вводятся обо
значения

/
cifi +  ibnДо Дп

у  = Со, 2 “ С" С—п)

тогда

/(* )  = со +  f ^ c neinx + c-.ne~inx,
n = l

или, считая, что п пробегает значения от —оо до +оо, запись раз
ложения можно сделать еще компактнее:

л * ) =  Ё  с"е™-

Это и есть комплексная форма ряда Фурье.
Формулы для коэффициентов с„ получаются из формулы коэф

фициентов Фурье а0, 6„ подстановкой в равенство сп =• ,
т.е. °

1
( s i n nxdx I =Сп~ 2ж \ J  / ( x ) cosn;rtia: "  * У / ( « )  ait

JT

= : J  f (x)(cosnx  -  г s in n e d *  -  j ~  J  f ( x ) e ' ' dx.
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Аналогично строится комплексная форма разложения в ряд и 
формулы коэффициентов для функции / (х ) с периодом 21.

f ( x ) =  Ё  с"е ^
i

2| f  f(x)t ~xdx.
-1

П ример 9.5. Разложить в ряд Фурье f (x )  =  ж, —к < г  < тг, 
период 2я\

Решение.
Я

1 х 2 
2п~2

Я
=  0;

Я

xe~inxdx =  e~in*
27т I гп

— Я

1 Г /  1 га;

я
w 1 /
-ir m  у

Ccte I =

“ 2^ 1 ^  + п 16 J —Я
сс

г (—1)"г
— COS П7Г =  -------- ;
п п

f{x)  = ] Г  с^ пх =  i Е  (е<ПХ -  e~inx) =

( - i r  .--------sm па:.
п=1 П

Задачи для самостоятельного решения

1. Найти область сходимости ряда:

» Е
7 1 = 1

ОО

3>Е
7 1 = 1

СО

Ч Е

{х — 2)п 
(Зп + 1)2п ’

(х — 5)п
(п +  4) 1п(п +  4) ’ 
(х -  1)2п 

тг9п

2. Разложить функцию 
ные» разложения:

J.

4>£

1
п9”(х — l) 2" ’ 

п2 + 1 
5п(х +  4)” ’

в ряд Маклорена, используя «таблич-
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1)

3)

5)

V^4- o x ’
7

12 +  x -  x2 ’ 
arctgx

2) 2хеова x\

4) ln(l -  x ■ б*11); 
яч sin*
6 ) -------------- С О Я .!® ,

9
3. Вычислить интегралы с точностью до 0,001:

H i +D
Л

dx;
l

ч dx

о
0,2

О
0,5

^ 6 4  +  Xs '

/
1 — e~w 

о
0,8

О
0,5

7) /  sin(2x2) dx.

4) J  x ln (l +  x2)dx;
о
V s/3  ■

6) /  a;3 arctg xdx;

1Г x4. Функцию f (x )  =  — — -  разложить в ряд косинусов на ин
тервале (0;7г).

5. Разложить в ряд Фурье функцию

/(я )  =  1
1 ■£» * € (  1) 1)»
' 0; х  е  (—2; -1] U [1;2]

периодом 4.
6. Найти области сходимости функциональных рядов:

i ) f  О * - 1)".>2-^ п  . 7 »  ’ 
71=1

3"
^  (4п -  3)х" ’

0° J

3) ' Ц  (п +  3)!*"’п=1 4 ‘
4) ^  2П • п2 ■ (х -  3)п.

П=1
7. Разложить функции в ряд Тейлора по етопеиям (х -  хо). 

Указать области сходимости полученных рядов:
агента:

1) v^i6 - З х ,  хо = 0; 2) — --------I, =  0;
3) {еГх -  I)2, х0 9  0; 4) sin(x2 -  6sc +  13), х0 =  3;
5) 1п(18х2 -  9х +  1), хо = 0.
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8. Найти приближенные решения дифференциальных уравне
ний в виде разложения в ряд по степеням х  до 5-го порядка вклю
чительно:

- 1) У*' ~  {х2 +  1)г/' +  (ж +  1 )у =  е~х] з/(0) =  1; у'(0) =  -1 ;
2) у" -  (х2 ~ 2 х -  1 )у' +  х2у =  sinx; у{0) =  0; у'(0) =  1;
3) 2у" +  (ж -  1)(х +  2)у' + '(* +  2)у =  ж3; у(0) =  1; у'(0) =  -1 .
9. Разложить функции в ряд Фурье в интервале (а;Ь):

1) х  +  1 в (—7г; 7г);
3) 2х в (0; 1);
5) 2 -  х  в (0; | )  по синусам; 

х  < 0
7> { 2.1 > 0 в (1;—1).

2) Зх — 4 в (—2; 2);
4) 4 — |х| в (—1; 1);
6) х  — 1 в (0; 1) по косинусам;
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