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Дифференциальные уравнения

Задание 1. Найти общий интеграл дифференциального
уравнения

20x dx − 3y dy = 3x2y dy − 5xy2 dx.

Ответ представить в виде ψ(x; y) = C.
Решение. Преобразуем данное уравнение:

(20x + 5xy2) dx = (3x2y + 3y) dy ⇒ 5x(4 + y2) dx = 3y(x2 + 1) dy.

Это — уравнение с разделяющимися переменными. Здесь коэф-
фициенты при dx и dy — произведения двух функций, одна из
которых зависит только от x, другая — только от y, т.е. уравне-
ние имеет вид

P1(x)Q1(y) dx = P2(x)Q2(y) dy.

Разделим переменные, поделив обе части уравнения на (4+y2)×
×(x2 + 1). Тогда

5x dx

x2 + 1
=

3y dy

4 + y2
.

Проинтегрировав это уравнение
∫

5x dx

x2 + 1
=

∫

3y dy

4 + y2
,

получим общий интеграл

5

2
ln |x2 + 1| =

3

2
ln |4 + y2| + 1

2
ln C.

Выполнив потенцирование, приведем общий интеграл данного
уравнения к виду

(x2 + 1)5

(y2 + 4)3
= C.

Задание 2. Найти общий интеграл дифференциального

уравнения y′ =
x2 + 2xy − 5y2

2x2 − 6xy
.

Решение. Данное уравнение — однородное, оно приводится

к виду y′ = f
(y

x

)

. Действительно, поделив числитель и знаме-
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натель правой части уравнения на x2, получим

y′ =
1 +

2y

x
− 5

y2

x2

2 − 6
y

x

.

Замена u = y/x приводит однородное уравнение к уравнению
с разделяющимися переменными (по отношению к новой неиз-

вестной функции u(x)). Подставим y = ux, y′ = x
du

dx
+ u в исход-

ное уравнение. Тогда

x
du

dx
+ u =

1 + 2u − 5u2

2 − 6u
⇒ x

du

dx
=

u2 + 1

2 − 6u
.

Разделим переменные:

dx

x
=

2 − 6u

u2 + 1
du.

Интегрируя это уравнение
∫

dx

x
=

∫

2 du

u2 + 1
−

∫

6u

u2 + 1
du,

найдем общий интеграл

ln |x| = 2 arctgu − 3 ln |u2 + 1| + ln C.

Выполнив потенцирование, получим

x =
Ce2 arctg u

(u2 + 1)3
.

Возвратимся теперь к прежней функции y, используя подста-
новку u = y/x:

x =
Ce2 arctg(y/x)

(

y2

x2
+ 1

)3 .

Отсюда получим общий интеграл в виде

(y2 + x2)3

x5e2 arctg(y/x)
= C.

Задание 3. Найти общий интеграл дифференциального

уравнения y′ =
y + 2

2x + y − 4
.

Решение. Данное уравнение имеет вид

y′ = f

(

ax + by + C

a1x + b1y + C1

)

.
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Оно сводится к однородному уравнению, если ab1 − a1b 6= 0, с
помощью подстановки

x = u + α, y = v + β,

где (α;β) — точка пересечения прямых

ax + by + C = 0, a1x + b1y + C1 = 0;

или к дифференциальному уравнению с разделяющимися пере-
менными с помощью подстановки ax + by = t, если ab1 − a1b = 0.
В нашем случае, решая систему

{

y + 2 = 0,
2x + y − 4 = 0,

получим точку x = α = 3, y = β = −2. Сделаем подстановку в
исходном уравнении

x = u + 3, dx = du; y = v − 2, dy = dv.

Получим однородное уравнение

dv

du
=

v

2u + v
⇒ dv

du
=

v/u

2 + v/u
.

С помощью замены t = v/u, v = tu,
dv

du
= t + u

dt

du
это уравнение

преобразуется в уравнение с разделяющимися переменными

t + u
dt

du
=

t

2 + t
или u

dt

du
= − t2 + t

2 + t
.

Разделим переменные и проинтегрируем уравнение

du

u
= − (2 + t) dt

t(t + 1)
⇒

∫

du

u
= −

∫

2(1 + t) − t

t(t + 1)
dt.

Тогда

ln |u| = −2 ln |t| + ln |t + 1| + ln C, u = C
t + 1

t2
.

Возвращаясь к старым переменным, полагая u = x− 3, v = y +2,
t = v/u, получим общий интеграл уравнения

(y + 2)2

y + x − 1
= C.

Задание 4. Найти решение задачи Коши

y′ − y

x
= − 2

x2
, y(1) = 1.

Решение. Данное уравнение — линейное, оно имеет вид

y′ + P (x)y = Q(x)
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(y и y′ входят в уравнение в первой степени с некоторыми ко-
эффициентами, зависящими от x). Линейное уравнение может
решаться методом Бернулли и методом Лагранжа (методом ва-
риации произвольных постоянных).

Применим метод Бернулли. Будем искать общее решение в
виде

y = uv,

где u = u(x), v = v(x) — неизвестные функции, одна из которых,
например v(x), может быть выбрана произвольно. Имеем

dy

dx
= u

dv

dx
+ v

du

dx
.

Подставляя y и y′ в исходное уравнение, получим

u
dv

dx
+ v

du

dx
− uv

x
= − 2

x2
, u

(

dv

dx
− v

x

)

+ v
du

dx
= − 2

x2
. (1)

Приравняем к нулю выражение в скобках:
dv

dx
− v

x
= 0.

Разделим переменные и найдем частное решение этого уравне-
ния:

dv

v
=

dx

x
, ln v = ln x, v = x.

Подставим v = x в уравнение (1) и получим еще одно уравнение
с разделяющимися переменными

x
du

dx
= − 2

x2
,

из которого находим

du = −2 dx

x3
, u =

1

x2
+ C.

Общее решение исходного уравнения получим, умножая u на v:

y =

(

1

x2
+ C

)

x или y =
1

x
+ Cx.

Постоянную C определим из начального условия y(1) = 1.
Имеем 1 = 1 + C, т.е. C = 0.

Следовательно, решение задачи Коши имеет вид

y =
1

x
.

Замечание. Метод Бернулли позволяет найти общее решение ли-
нейного уравнения y′ + P (x)y = Q(x) в виде произведения двух функ-
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ций y = u(x)v(x). Для нахождения u(x) и v(x) можно пользоваться
готовыми формулами

v(x) = e
−

∫

P (x) dx
, u(x) =

∫

Q(x)

v(x)
dx + C. (∗)

Эти формулы получаются с помощью тех же рассуждений, что и в
задании 4.

Задание 5. Решить задачу Коши

dx + (2x + sin 2y − 2 cos2 y) dy = 0, y(−1) = 0.

Решение. Разделив обе части уравнения на dy, получим
dx

dy
+ 2x = 2 cos2 y − sin 2y.

Это уравнение — линейное относительно x и x′. Решим его ме-
тодом Бернулли. Положим

x = uv,
dx

dy
= u

dv

dy
+ v

du

dy
.

Подставляя x и dx/dy в данное уравнение, получим

u
dv

dy
+ v

du

dy
+ 2uv = 2 cos2 y − sin 2y,

v

(

du

dy
+ 2u

)

+ u
dv

dy
= 2 cos2 y − sin 2y. (1)

Определим функцию u из условия
du

dy
+ 2u = 0. Разделяя пере-

менные и интегрируя, найдем частное решение u(x):
du

u
= −2 dy, ln u = −2y, u = e−2y.

Подставив u = e−2y в уравнение (1), получим

e−2y dv

dy
= 2 cos2 y − sin 2y.

Отсюда
dv

dy
= e2y[2 cos2 y − sin 2y],

dv

dy
= e2y[1 + cos 2y − sin 2y].

Тогда

v =

∫

e2y(1 + cos 2y − sin 2y) dy.

Проинтегрировав по частям, найдем

v =
1

2
e2y +

1

2
e2y cos 2y + C.

7



Общее решение исходного уравнения получим, умножая u(x)
на v(x):

x =
1

2
+

1

2
cos 2y + Ce−2y.

Постоянную C определим из условия y(−1) = 0. Имеем

−1 =
1

2
+

1

2
cos 0 + Ce0 ⇒ C = −2.

Итак, решение задачи Коши запишется в виде

x =
1

2
+

1

2
cos 2y − 2e−2y или x = cos2 y − 2e−2y.

Задание 6. Найти решение задачи Коши

xy′ + y = xy2, y(1) = 1.

Решение. Данное уравнение является уравнением Бернул-
ли. В общей классификации каноническая форма записи тако-
ва:

y′ + P (x)y = Q(x)yα, α 6= 0; 1.

Через замену неизвестной функции уравнение сводится к ли-
нейному дифференциальному уравнению. Для этого предвари-
тельно разделим все уравнение на yα:

y−αy′ + P (x)y1−α = Q(x).

Сделаем замену y1−α = z(x), тогда z′(x) = (1 − α)y−αy′; уравне-
ние примет вид

z′ + (1 − α)P (x)z = (1 − α)Q(x)

(линейное уравнение). Вводим две новые неизвестные вместо
z(x): z(x) = u(x)v(x). Для этих неизвестных получаются урав-
нения с разделяющимися переменными, имеющие решения

v(x) = e(α−1)
∫

P (x) dx, u(x) =

∫

(1 − α)Q(x)

v(x)
dx + C.

Из этих функций собираем последовательно z(x) и y(x).
Решение примера:

xy′ + y = xy2
∣

∣

∣
· 1

xy2
,

тогда

y−2y′ +
1

x
y−1 = 1.

Замена
y−1 = z(x) ⇒ z′ = −y−2y′.
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Для z(x) получаем линейное уравнение z′ − 1

x
z = −1, решение

его ищем в виде z(x) = u(x)v(x):

v(x) = e
∫

1
x

dx = eln x = x, u(x) = −
∫

1

x
dx + C = − lnx + C,

тогда

z(x) = x(C − ln x),
1

y
= x(C − ln x), y =

1

x(C − ln x)

(общее решение). Подставляя его в начальное условие, получим
1 = 1/(C − ln 1), откуда C = 1. Решение задачи Коши будет

y =
1

x(1 − ln x)
.

Задание 7. Найти общий интеграл дифференциального
уравнения

x dx + y dy + (x dy − y dx)

x2 + y2
= 0.

Решение. Представим левую часть уравнения в форме пол-
ного дифференциала функции двух переменных:

du(x, y) =
∂u

∂x
dx +

∂u

∂y
dy = M(x, y) dx + N(x, y) dy.

Выражение вида M(x, y) dx + N(x, y) dy является полным диф-
ференциалом некоторой функции u(x, y), если выполнено ра-

венство
∂M

∂y
≡ ∂N

∂x
. В этом случае уравнение

M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0

равносильно утверждению du(x, y) = 0, а решение уравнения
(общий интеграл) u(x, y) = C. Следовательно, процесс реше-
ния — это восстановление функции u(x, y) по ее частным про-

изводным
∂u

∂x
= M(x, y) и

∂u

∂y
= N(x, y).

Покажем это на нашем примере.
x − y

x2 + y2
dx +

x + y

x2 + y2
dy = 0;

∂M

∂y
=

y2 − x2 − 2xy

(x2 + y2)2
,

∂N

∂x
=

y2 − x2 − 2xy

(x2 + y2)2
.

Условие полного дифференциала выполнено, т.е.
∂u

∂x
= M(x, y) =

x − y

x2 + y2
,

∂u

∂y
= N(x, y) =

x + y

x2 + y2
.
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Тогда

u(x, y) =

∫

∂u

∂x
dx +ϕ(y) =

∫

x dx

x2 + y2
− y

∫

dx

x2 + y2
+ϕ(y) =

=
1

2
ln(x2 + y2) − arctg

x

y
+ϕ(y)

(ϕ(y) — произвольная функция от y вместо произвольной по-

стоянной C, т.к. проверяющее равенство
∂u

∂x
= M(x, y) выполне-

но, а функция u(x, y) найдена в максимально общем виде). Для
уточнения функции u(x, y) воспользуемся и вторым условием
∂u

∂y
= N(x, y), т.е. решим систему















∂u

∂y
= N(x, y) =

x + y

x2 + y2
,

∂u

∂y
=

∂

∂y

(

1

2
ln(x2 + y2) − arctg

x

y
+ϕ(y)

) ⇒

⇒















∂u

∂y
=

x + y

x2 + y2
,

∂u

∂y
=

y

x2 + y2
+

x

x2 + y2
+ϕ′

y(y)

⇒

⇒















∂u

∂y
=

x + y

x2 + y2
,

∂u

∂y
=

x + y

x2 + y2
+ϕ′

y(y)

⇒ ϕ′

y(y) = 0 ⇒ ϕ(y) = C.

Функция u(x, y) полностью восстановлена:

u(x, y) = ln
√

x2 + y2 − arctg
x

y
+ C.

Общий интеграл уравнения

ln
√

x2 + y2 − arctg
x

y
= C.

Задание 8. Для дифференциального уравнения y′ = x + 2y
методом изоклин построить интегральную кривую, проходя-
щую через точку M(1; 2).

Решение. Метод изоклин — это графический, весьма при-
ближенный способ построения решения — интегральной кри-
вой — по полю направлений, т.е. точечным значениям угла на-
клона касательных к интегральным кривым, задаваемым урав-
нением y′ = f(x, y). Изоклины — это линии постоянства значе-
ний угла наклона, т.е. постоянства y′. Значит, общим уравне-
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нием всех изоклин будет равенство f(x, y) = C. Если в точках
каждой изоклины нарисовать штрихи с наклоном, определяе-
мым равенством tgα = C, то решением задачи будет построе-
ние из начальной точки M кривой, огибающей эти штрихи ка-
сательных, т.е. касающейся в каждой своей точке какого-либо
штриха.

Уравнения изоклин

x + 2y = C или y = −x

2
+

C

2
.

Задавая значения C (желательно с малым шагом), получим сет-
ку изоклин, в нашем случае семейство параллельных прямых
с угловым коэффициентом k = −1/2. В точках каждой прямой
нарисуем штрихи с наклоном, соответствующим значению C на
прямой (рис. 1).

1 2 3 4 5-1-2-3-4

1

2

3

4

-1

-2

y

x

| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | C = 6

| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | C = 5

| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |

| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |

| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | C = 2

| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | C = 1

| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |

C = 0

| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
C = −1

� M

Рис. 1

Задание 9. Найти линию, проходящую через точку M0(1; 1)
и обладающую тем свойством, что в любой ее точке M каса-
тельный вектор MN с концом на оси Oy имеет проекцию на ось
Oy, равную a = 1.
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Решение. Решение данной задачи — это построение уравне-
ния геометрического места точек, обладающих указанным вы-
ше свойством (т.е. обычная задача аналитической геометрии),
но свойство это формализуется через производную, т.е. мы по-
лучим сначала дифференциальное уравнение искомой линии,
а затем, проинтегрировав его при условии прохождения через
точку M0, — частное решение.

1 2 3-1

1

2

3
y

xO

�

�

a

a

Рис. 2

Для удобства решения построим эскиз искомой кривой
(рис. 2). Ее уравнение y = f(x). Пусть M(x, y) — текущая точ-
ка кривой, через которую проходит касательный вектор MN .
Для уравнения касательной прямой введем обозначения пере-
менных X и Y , чтобы отличать их от координат точки касания
(x, y). Уравнение касательной

Y − y = f ′(x)(X − x). (1)

На касательной при X = 0 Y = y+a = y+1. Тогда уравнение (1)
дает a = f ′(x)(−x) или f ′(x) = −1/x — это и есть дифференци-
альное уравнение искомой кривой. Интегрируя, получим

f(x) = −
∫

dx

x
+ C = C − ln x или y = C − ln x

— это уравнение всех кривых, обладающих подобным свойством
при a = 1, но с незафиксированной точкой M0. Прохождение
через точку M0(1; 1) — это есть начальное условие y(1) = 1. Под-
ставив в него решение, получаем 1 = C − ln 1 ⇒ C = 1. Тогда
уравнение искомой кривой

y = 1− ln x.

Задание 10. Найти общее решение дифференциального
уравнения (1 + x2)y′′ + 2xy′ = 12x3.
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Решение. Это дифференциальное уравнение второго поряд-
ка, допускающее понижение порядка. Так как уравнение не со-
держит явно неизвестную функцию y(x), то его порядок можно
понизить с помощью замены y′ = p(x), тогда y′′ = p′. Уравнение
примет вид

(1 + x2)p′ + 2xp = 12x3 ⇒ p′ +
2x

1 + x2
p = 12

x3

1 + x2
.

Это линейное дифференциальное уравнение. Воспользуемся го-
товыми формулами (∗) (см. стр. 7):

p = u(x)v(x), v(x) = e
−

∫

2x

x
2+1

dx
= e− ln(x2+1) =

1

x2 + 1
,

u(x) = 12

∫

x3(x2 + 1)

1 + x2
dx + C1 = 3x4 + C1,

p =
3x4 + C1

x2 + 1
или y′ =

3x4 + C1

x2 + 1
.

Это уравнение с разделяющимися переменными:

y =

∫

3x4 + C1

x2 + 1
dx + C2 ⇒ y = 3

∫

x4

x2 + 1
dx + C1 arctg x + C2 ⇒

⇒ y = 3

(

x3

3
− x + arctg x

)

+ C1 arctg x + C2.

Общее решение

y = x3 − 3x + C̄1 arctg x + C2.

Задание 11. Найти решение задачи Коши

y′′y3 + 1 = 0, y(1) = −1, y′(1) = −1.

Решение. Это дифференциальное уравнение второго поряд-
ка, допускающее понижение порядка. Так как уравнение не со-
держит явно переменную x, его порядок можно понизить с по-

мощью замены y′ = p(y(x)), тогда y′′ =
dp

dy
y′ =

dp

dy
p. Уравнение

примет вид
dp

dy
py3 + 1 = 0 ⇒ p dp = −dy

y3
.

Это уравнение с разделяющимися переменными. Интегрируя,
получим

p2 =
1

y2
+ C1 ⇒ (y′)2 =

1

y2
+ C1 ⇒ y′ = ±

√

1

y2
+ C1.
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Знак корня выбираем в соответствии со вторым начальным
условием, т.е. −1 = −

√
1 + C1, откуда C1 = 0. Тогда

y′ = −
√

1

y2
⇒ y′ = ±1

y
.

Опять выбираем знак в соответствии с начальным условием:

y′(1)
∣

∣

y=−1
= −1,

значит, y′ =
1

y
. Разделяем переменные и интегрируем:

y dy = dx ⇒ y2

2
= x + C2 ⇒ y2 = 2x + C2 ⇒ y = ±

√

2x + C2.

Подставляем в первое начальное условие и выбираем знак:
−1 = −

√
2 + C2, откуда C2 = −1. Окончательно получаем част-

ное решение в виде
y = −

√
2x − 1.

Задание 12. Найти общее решение дифференциального
уравнения y′′′ − 5y′′ + 6y′ = 6x2 + 2x − 5.

Решение. Это линейное неоднородное дифференциальное
уравнение с постоянными коэффициентами третьего порядка.
Общее решение такого уравнения представляет собой сумму
общего решения ȳ(x) соответствующего однородного уравнения
y′′′ − 5y′′ + 6y′ = 0 и частного решения y∗(x) данного неоднород-
ного.

Для нахождения общего решения однородного линейного
дифференциального уравнения с постоянными коэффициента-
ми составим и решим характеристическое уравнение

k3 − 5k2 + 6k = 0 ⇔ k(k2 − 5k + 6) = 0,

его корни k1 = 0, k2 = 2, k3 = 3. Тогда общим решением одно-
родного уравнения будет функция

ȳ = C1 + C2e
2x + C3e

3x,

где C1, C2, C3 — произвольные постоянные.
Частное решение неоднородного уравнения можно найти

методом подбора по виду правой части:

f(x) = eαx [Pn(x) cosβx + Qm(x) sinβx] .

В нашем случае правая часть уравнения имеет частный вид

f(x) = Pn(x)eαx = 6x2 + 2x − 5,
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т.е. n = 2, α = 0. Значение α совпадает с одним из простых кор-
ней характеристического уравнения k1 = 0. Тогда вид частного
решения таков:

y∗ = x(Ax2 + Bx + C) ⇒ y∗ = Ax3 + Bx2 + Cx.

Для нахождения коэффициентов A, B, C дифференцируем
функцию y∗(x) и подставляем с соответствующими множите-
лями в уравнение:

0 y∗ = Ax3 + Bx2 + Cx
6 y∗′ = 3Ax2 + 2Bx + C

(−5) y∗′′ = 6Ax + 2B
1 y∗′′′ = 6A

18Ax2 + (12B − 30A)x + (6C − 10B + 6A) = 6x2 + 2x − 5.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях пере-
менной x слева и справа, получаем систему линейных уравне-
ний для A, B и C:







18A = 6,
−30A + 12B = 2,
6A − 10B + 6C = −5

⇔







A = 1/3,
B = 1,
C = 1/2.

Значит, y∗ =
1

3
x3 + x2 +

1

2
x, а общее решение —

y = c1 + C2e
2x + C3e

3x +
1

3
x3 + x2 +

1

2
x.

Задание 13. Найти общее решение дифференциального
уравнения y′′′ + y′′ − 6y′ = (20x + 14)e2x.

Решение. Общее решение данного уравнения ищем в виде
y = ȳ + y∗ (см. решение задания 12). Соответствующее одно-
родное уравнение y′′′ + y′′ − 6y′ = 0 имеет характеристическое
уравнение

k3 + k2 − 6k = 0 ⇔ k(k2 + k − 6) = 0,

его корни k1 = 0, k2 = −3, k3 = 2. Следовательно, общее решение
однородного уравнения имеет вид

ȳ = C1 + C2e
−3x + C3e

2x.

Правая часть неоднородного уравнения

f(x) = Pn(x)eαx = (20x + 14)e2x,

где n = 1, α = 2. Значение α совпадает с простым корнем харак-
теристического уравнения k3 = 2. Значит, вид частного решения
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таков: y∗ = x(Ax+B)e2x. Находим производные этой функции и
подставляем в данное уравнение, тогда

(20Ax + 14A + 10B)e2x = (20x + 14)e2x.

Разделив обе части равенства на e2x (e2x 6= 0) и приравнивая ко-
эффициенты при одинаковых степенях переменной x, получим
систему

{

20A = 20,
14A + 10B = 14

⇔ A = 1, B = 0.

Тогда y∗ = x2e2x и общее решение

y = C1 + C2e
−3x + C3e

2x + x2e2x.

Задание 14. Найти общее решение дифференциального
уравнения y′′ − 4y′ + 4y = e2x sin 6x.

Решение. Общее решение ищем в виде y = ȳ + y∗ (см. за-
дания 12 и 13). Для соответствующего однородного уравнения
y′′−4y′ +4y = 0 составляем и решаем характеристическое урав-
нение k2 − 4k + 4 = 0, его корни k1 = k2 = 2. Тогда общим реше-
нием однородного уравнения будет функция ȳ = C1e

2x + C2xe2x.
Так как правая часть неоднородного уравнения имеет вид

f(x) = eαx(Mm(x) cosβx + Nn(x) sinβx) = e2x sin 6x,

где m = n = 0, α = 2, β = 6 и α± iβ = 2 + 6i не является корнем
характеристического уравнения, то частное решение можно ис-
кать в форме

y∗ = e2x(A cos 6x + B sin 6x).

Дифференцируем эту функцию дважды и подставляем в данное
уравнение, тогда

e2x(−36A cos 6x − 36B sin 6x) = e2x sin 6x.

Отсюда A = 0, B = 1/36 и частное решение y∗ = − 1

36
e2x sin 6x.

Общее решение

y = C1e
2x + C2xe2x − 1

36
e2x sin 6x.

Задание 15. Найти общее решение дифференциального
уравнения y′′′ − 100y′ = 20e10x + 100 cos10x.

Решение. Общее решение ищем в виде y = ȳ + y∗ (см. за-
дания 12, 13, 14). Для нахождения решения соответствующего
однородного уравнения y′′′ − 100y′ = 0 составляем и решаем ха-
рактеристическое уравнение k3 − 100k = 0. Его корни k1 = 0,
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k2 = 10, k3 = −10. Решением однородного уравнения будет
функция ȳ = C1 + C2e

10x + C3e
−10x.

Для нахождения частного решения неоднородного урав-
нения методом подбора поступаем в соответствии со следу-
ющей теоремой: если правая часть неоднородного дифферен-
циального уравнения представлена в виде суммы функций
f(x) = f1(x) + f2(x), то его частное решение также можно ис-
кать в виде y∗ = y∗

1 + y∗

2, где каждое слагаемое — есть частное
решение соответствующего уравнения. В нашем случае

y′′′ − 100y′ = 20e10x, (1)

y′′′ − 100y′ = 100 cos10x. (2)

Для уравнения (1) имеем

f1(x) = Pn(x)eαx = 20e10x, n = 0, α = 10 = k2,

тогда решение y∗

1 = Axe10x. Подставляем производные этой
функции в уравнение (1) и получим равенство

(300A + 1000Ax− 100A − 1000Ax)e10x = 20e10x,

отсюда A = 1/10 и y∗

1 = 1/(10)xe10x.
Для уравнения (2)

f2(x) = eαx(Mm(x) cosβx + Nn(x) sinβx) = 100 cos10x,

n = m = 0, α = 0, β = 10, α ± iβ 6= ki; решение ищем в виде
y∗

2 = B cos 10x+C sin 10x. Находим производные и подставляем в
уравнение (2), получим равенство

−2000C cos 10x + 2000B sin 10x = 100 cos 10x,

откуда
{

−2000C = 100,
2000B = 0

⇔
{

B = 0,
C = −1/20

и y∗

2 = − 1

20
sin 10x.

Частное решение

y∗ = y∗

1 + y∗

2 =
1

10
xe10x − 1

20
sin 10x.

Общее решение

y = C1 + C2e
10x + C3e

−10x +
1

10
xe10x − 1

20
sin 10x.

Задание 16. Найти решение задачи Коши

y′′ + y =
1

cosx
, y(0) = 1, y′(0) = 0.

Решение. Данное уравнение решаем методом вариации про-
извольных постоянных. Для соответствующего однородного
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уравнения y′′ + y = 0 составляем и решаем характеристическое
уравнение k2 + 1 = 0, k1,2 = ±i, тогда ȳ = C1 cosx + C2 sin x.

Общее решение данного неоднородного уравнения ищем в
виде y = C1(x) cos x + C2(x) sin x, в котором использована форма
решения ȳ, но константы варьируются — заменены неизвест-
ными функциями C1(x) и C2(x). Производные этих функций в
общем виде определяются из системы

{

C ′

1(x)y1(x) + C ′

2(x)y2(x) = 0,
C ′

1(x)y′

1(x) + C ′

2(x)y′

2(x) = f(x),

где y1,2(x) — частные, линейно не зависимые решения однород-
ного уравнения. В нашем случае

{

C ′

1(x) cos x + C ′

2(x) sin x = 0,

C ′

1(x)(− sin x) + C ′

2(x) cos x =
1

cosx
.

Решая систему правилом Крамера, имеем ∆ = 1, ∆1 = − tg x,
∆2 = 1, тогда C ′

1(x) = − tg x, C ′

2(x) = 1. Следовательно,

C1(x) = −
∫

tg x dx+C1 = ln | cosx|+C1, C2(x) =

∫

dx+C2 = x+C2.

Общее решение данного уравнения

y = (ln | cosx| + C1) cosx + (x + C2) sin x.

Подставляя эту функцию и ее производные в начальные усло-
вия, получим

y(0) = (ln 1 + C1) · 1 + (0 + C2) sin 0 = 1 ⇒ C1 = 1;

y′(0) = − sin x

cosx
cosx + (ln | cosx| + C1) (− sin x)+

+ sin x + (x + C2) cosx
∣

∣

x=0
= 0 ⇒ C2 = 0.

Искомое решение задачи Коши

y = (1 + ln | cosx|) cosx + x sin x.
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